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POLJA

PRORACUN UZDUZNE CVRSTOCE

1.1.1  PRORACUN PRIMARNE CVRSTOCE

1.1.1.1 Proraun odziva u uzduZno efikasnim elementima strukture metodom linijskih
konac¢nih elemenata

Za proracun primarnog odziva brodske konstrukcije (uzduzna ¢vrsto€a, torziona Cvrstoca)
koristi se gredna idealizacija brodskog trupa. Prorac¢un se provodi primjenom proSirene teorije grede
za koju je potrebno odrediti geometrijske karakteristike presjeka (staticki momenti, momenti inercije s
obzirom na osi presjeka, polarni moment inercije, torziona krutost, polozaj tezista presjeka, centra
torzije). Odziv strukture na zadana optere¢enja dobije se u vidu polja pomaka odnosno naprezanja
(normalna naprezanja, smi¢na naprezanja) po presjeku konstrukcije.

Odredivanje geometrijskih karakteristika presjeka za grednu idealizaciju te rasporeda
pomaka i naprezanja po presjeku strukture iz poznatih rezultata grednog proracuna vrsi se obicno
analitickim metodama. Takvi proracuni postaju vrlo slozeni za viSestruko povezane presjeke s
kombinacijom otvorenih i zatvorenih (Celija) struktura. Stoga se pribjegava razli¢itim idealizacijama
sloZene strukture u svrhu dobivanja jednostavne linijske konture na koju je onda mogucée primijeniti
analiticka rjeSenja.

Primjena numerickih metoda baziranih na energetskom pristupu daje mogucnost
alternativnog pristupa navedenim problemima. Postupak se bazira na rastavu presjeka na linijske
konacne elemente koji su opisani brojevima ¢vorova (i, j) i koordinatama ¢vorova (y; z), (v, z) na
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koje su vezani te debljinom elementa ¢°. Uz svaki element dane su takoder i karakteristike materijala
(Youngov modul elasti¢nosti £, modul smika G, efikasnost materijala u odnosu na normalna - RN,
odnosno smicna - RS naprezanja kojima se uzima u obzir neefikasnost materijala medu grotlima ili

olaksanja u nosa¢ima kod proracuna krutosti na smik).

Primjenom energetske metode, u ovoj tocki prikazati ¢e se princip proracuna i raspodjele
smi¢nih naprezanja po popre¢nom presjeku trupa uslijed poprecne sile kod savijanja u vertikalnoj i
horizontalnoj ravnini, proraun vitoperenja i raspodjele primarnih smi¢nih naprezanja uslijed Ciste
torzije konstrukcije te proracun normalnih i sekundarnih smicnih naprezanja uslijed sprijecenog
vitoperenja konstrukcije. Ujedno ¢e se prikazati proracun geometrijskih karakteristika presjeka i

karakteristika krutosti presjeka, a to su:
*  povrsina poprecnog presjeka A,
= teziSte presjeka u odnosu na ishodiste koordinatnog sistema Ycg , Zcg,
*  moment inercije u odnosu na teZiste presjeka Iy, Iz, 1., I,,
*  glavni momenti inercije nesimetri¢nog presjeka /;, [,

=  polozaj i zaokret neutralne osi u odnosu na ishodiste koordinatnog sistema uzevsi u obzir
razliCite karakteristike materijala i efikasnost elementa u odnosu na normalna naprezanja

YNA; ZNA; ¢0:
= centar smika (torzije) presjeka Ycr, Zcr,
= faktor aksijalne krutosti presjeka £4,
= faktori krutosti presjeka na savijanje oko neutralne osi El, Ely,

= faktori krutosti na smik za vertikalno i horizontalno savijanje GAv, GAy,

= faktor krutosti na torziju GIr,

= faktor krutosti na vitoperenje Ely.
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Slika 1.1.1 Isjecak iz nosaca uzduzne strukture.

Proracun i raspored korigiranih normalnih naprezanja kod savijanja oko obje osi te proracun
ekvivalentnih naprezanja u presjeku trupa uslijed najnepovoljnije kombinacije normalnih i smicnih
naprezanja izazvane istovremenim savijanjem i torzijom idealiziranog proizvoljnog presjeka linijskim
elementima prikazati ¢e se u nastavku ovog rada. Osnovne geometrijske karakteristike presjeka

definiraju se slijede¢im izrazima (Slika 1.1.1).
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Povrsina popre¢nog presjeka 4:

A=D1 t°, e=1..n(broj elemenata) ; (1.1.1)
gdje je:

I duljina elementa izmedu ¢vora i, j:

Ze:\/( i‘yj)2+(zi—zj)2 ; (1.1.2)

Teziste presjeka u odnosu na ishodiste koordinatnog sistema Ycg , Zcg:

Zle'te'(yierj) Zle'te'(zi“/‘)

Y 4 ; 1.1.3
« 2-4 < 2-4 (19

Moment inercije u odnosu na teziste presjeka Iy, I

[°-t° -(zl. +Zj)2

e .
+1g |

I, ZZ e '(yz +yj)2

+1o, | (1.1.4)

I ZZ Ze-te-(zi+zj)-(yi+yj)

e .
YZ + IOYZ 2
. 4
gdje su:
15y.1,,.15,, momenti inercije samog elementa oko osi kroz teziste elementa.

Glavni momenti inercije /;, I»:

LI+, +\/(IY—IZ)2+4-IYZ

Il

2 2 ; (1.1.5)
L+l 4y =1 4,
A I 2

Polozaj neutralne osi u odnosu na ishodiSte koordinatnog sistema uzevsi u obzir razliite
karakteristike materijala i efikasnost elementa u odnosu na normalna naprezanja Yna, Zna:

ZEe A -(yi+yj)-RNe

_ e
YNA_

2-3 E-I°-1t°-RN*

SEC1° 10 (2, +2,)- RN ; (1.1.6)

Zyy =

NA

2.3 E¢-I°-t°-RN*
Kut zaokreta glavnih osi ¢ :
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I YZ
tan2¢p =-2. ——; (1.1.7)
I, +1,

Faktori krutosti presjeka na savijanje oko neutralne osi El, Ely:

le'te-(zl. -i—zj)2

El, =) E° +1¢ |-RN¢
- ; (1.1.8)
-1 '(yi +yj)2

+1,, |-RN®

El, =Y E°

gdje su y;, z; koordinate ¢vora u sistemu s ishodistem u sjecistu neutralnih osi.

Modeling philosophy for primary response in concept design. Classical FE modeling, while
giving good insight into stresses and deformations, is not capable of giving efficient and fast answers
regarding feasibility criteria (buckling, fatigue, yield) required by the Rules. However, structural
feasibility and compliance with the Rule requirements is of primary interest, not stresses or
deformations. Most of the local failure criteria, e.g. different buckling failure modes of stiffened
panels, require specified force and displacement boundary conditions. They are available only if
logical structural parts, such as complete stiffened panels between girders and frames, are modeled
(macro-elements). For the concept design structural evaluation of primary response (longitudinal
strength, torsional strength) the beam idealization of wing/ship/bridge is often used. Primary strength
calculation provides dominant response field (Demand) for design feasibility assessment. Evaluation is
based on the extended beam theory which needs cross-sectional characteristics. They are obtained
using analytical methods which can be very complicated for real combinations of open and closed
cross-sections. Application of the energy based numerical methods gives an opportunity for alternative
approach to given problems. Method is based on decomposing a cross-section into the line finite
elements between nodes i and j with coordinates (v, z), (v, z); element thickness ¢°; material
characteristics (Young’s modulus £ / shear modulus G); material efficiency RN and RS (due to
cutouts, lightening holes, etc.) w.r.t. normal/shear stresses. Using FEM approach, the procedure is
developed for calculation of the set of cross-sectional geometric and stiffness characteristic at position
x denoted G”. Standard stiffness matrices (alternatively with geometrical nonlinearity), for axial (k,)
and flexural (k,, ky,) and torsional response modes are given as functions of the geometric set G*:

J
« _AE. ;
L [-1 1
12 Symm
El 6L (4+o, ) o 12 EL

k = z . — .
! h+cz>yii3 -12 —6L 12 TG4,

6L (2-o,)1> -6L (4+@, )0

k, is obtained similarily. Stiffness matrices for free torsion (kr) and restrained warping (k)
read:

6/5 Symm
GI, | L/10  2L°/15
k, =
L |-6/5 L/10 6/5
L/10 -2L7/30 —L/10 2L*/15
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12 Symm
2
EI| 6L 4L

©T P12 —6L 12
6L 21> —6L 4I*

Global stifness matrix Kjp is obtained by the combination of modal stiffnesses corrected for
centroid and shear centre position relative to position of origin of global C.S.

u 10 0 @ zegh+Yeoht Zegh—Yegh 0 U

125 0 U Zog 0 0 0 4

Wy 0 —u A =y 0 0 0o ||W
a,=<60:=/0 0 0 1 0 0 0 0r=tag;

0, 0 0 0 0 A —H —Yes ||©y

0., 0 0 0 O Y7 A Zes || O.

6., [0 0 0 O 0 0 ],

where A = cos(¢) and p = sin(¢y).

f k, 0 O 0 a,
£ [0 k 0 0 |la,
f, = = =kj-a,
f, 0 0 Kk, 0 a
£,] |0 0 0 k,+k, || a,

t 0
where: a, =Ta; and T = 0 :

Finally, the global stiffness matrix K;p is obtained as a sum of element stiffness matrices
k; = TTkiT with appropriate node numbering. The system K;p a = F can now be solved for

unknown displacements a which in turn enable determination of element parameters a. From those
parameters the element axial, bending and torsion parameter distributions, based on the applied shape
functions, can be derived (e.g. 0(x), 0.(x), 0..(x), 0. (x) for torsion). The key element for calculation
of the response of the complex thinwalled structure is therefore determination of elements of G*. A
simple and elegant FEM procedure for such calculation is presented in the sequel.

1.1.1.2 Raspodjela smic¢nih naprezanja po presjeku uslijed poprecne sile kod savijanja trupa
broda

Polje pomaka definirano standardnom teorijom grede ne omogucava direktan proracun polja
smi¢nih naprezanja iz definicijskih jednadZzbi teorije elasti¢nosti. Uvodenjem dodatnog korekcionog
polja pomaka (deplanacija presjeka), moguce je totalnu potencijalnu energiju, prema prosirenoj teoriji
grede, izraziti u ovisnosti 0 osnovnim parametrima primarnog polja (pomaci i kutovi zaokreta) te
parametrima dodatnog polja. Minimizacija totalne potencijalne energije sistema omogucuje
odredivanje svih nepoznatih parametara. Dodatno polje se definira linearnom aproksimacijom po
elementima. Nepoznati parametri dodatnog polja su vrijednosti tog polja u ¢&vorovima. Kod
minimizacije totalne potencijalne energije sistema, sistem jednadzbi raspada se na dva podsistema od
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kojih prvi odgovara odredivanju parametara primarnog polja pomaka za savijanje oko osi Y'i Z, dok se
iz drugog podsistema dodatno polje pomaka. Polja se mogu uskladiti iterativnom procedurom. Kod
proracuna potencijalne energije promatra se isjecak iz nosaca uzduzne strukture duljine Ax (Slika
1.1.1). Pretpostavaka je da su parametri primarnog polja pomaka grede poznati iz proracuna savijanja
nosaca. Dodatno polje pomaka u aksijalnom smjeru u,(x,y,z) za presjek x = x; definira se u lokalnom
koordinatnom sistemu elementa e izmedu ¢vorova i ij gdje je os s postavljena duz linijskog elementa
od &vora i prema &voru j. Funkcija u(s) definira se pomoéu funkcije oblika N' u ovisnosti o pomacima
&vorova elementa u®" = {u; u;}:

u.
uz(x,y,z)—>u(s)x:x =N".u* :{1—1i li}{ l} ; (1.1.9)
0 e e u

J

Opterecenja py, p; pretpostavljaju se zadanima, dok su opterecenja pyx i px+ar jednaka
naprezanjima uzrokovanim momentima savijanja M(x) i M(x+Ax). Aksijalne sile u smjeru X se
zanemaruju u ovom izvodu. Podjelom na savijanje oko osi Y i Z dobiju se odgovarajuc¢e komponente
momenata. Ti momenti povezani su standardnim relacijama s poprecnim silama Q te linijskim
optereCenjem py ili pz. Na bazi momenta inercije Iy(x), Iz(x) moguce je onda dobiti sve potrebne
vrijednosti za presjek x. Postupak proracuna metodom konac¢nih elemenata provodi se prema tockama:

1. Relativne deformacije (g se svodi na v,s):

Uu.
8—>yx5:@:BTue={—l i} th (1.1.10)
12y Iy,

2. Naprezanja ( o se svodi na ty):
6—>7, =G, =RS-G'B'u; (1.1.11)
3. Opterecenje (uz zanemarenje upliva py , pz na duljini Ax) ako su osi x i y glavne osi inercije:

F(s)=p.(x+Ax;s)g, — p(x,8)g =
:é yc(S)Mz + ZC(S)M, 'E6~RN8~AX
" El ! o

& |\ EL )
=[Fy, Oy +Fy -0, ] E°-RN* - Ax ; (1.1.12)
R0
SY EIY
_ )
SZ EIZ
gdje je:

Ve, z.  koordinate to¢ke mjerene u odnosu na koordinatni sistem s ishodiStem u sjeciStu
neutralnih osi presjeka:

y.(s)=y,+s-sina’; z,(s)=z,+s-cosa’; (1.1.13)

o kut nagiba elementa prema osi Z: a° = 4(s,7),

Vie, Zie  koordinate ¢vora i elementa e.
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4. Totalna potencijalna energija:

H:U—W:I%cTst—W : (1.1.14)
4

Rad unutrasnjih sila na elementu:

U = J%(R&GGBTuE)TBTuedV = I%RS.GEueTB BTu‘dV ; (1.1.15)
Ve Ve
Uf:Ax.zf.RSf.Gf%f u’"B B"u‘ds ; (1.1.16)

Rad vanjskih sila na elementu:

W= jF(s)u(s)dS : (1.1.17)
.

za sistem od n elemenata:

1
m=>1m :AxZ{EueTKeue—u”Fe} ; (1.1.18)
gdje je:
K* matrica krutosti elementa e:
"
K®=¢°-RS®-G* -jBBTds : (1.1.19)
0
F* vektor opterecenja elementa e:
e
F¢=t° ~jF"(s)Nds : (1.1.20)
0

Ukoliko se sumiranje provede po svim elementima, a pomaci i optereCenja se sortiraju u
globalne vektore pomaka u i sila F dobije se:

1
H:Ax-{EuTKu—uTF}; (1.1.21)
K globalna matrica krutosti sistema.

Minimizacija totalne potencijalne energije daje onoliko jednadzbi koliko ima nepoznatih
pomaka u;:

SII, =0 >Ku=F ; (1.1.22)

Za predlozenu linearnu raspodjelu pomaka po linijskom elementu, matrica krutosti elementa:

e e . e 1 _1
K¢ :M : (1.1.23)
l° -1 1
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8. Vektor opterecenja elementa za savijanje oko osi z:

10.

11.

yic.
E-Q (x)-1°-RN* |75 T ¢

Fi(x)=0,(x)-F(x)= ; (1.1.24)
! El, yic-le+lezsinae
2 3
Vektor opterecenja elementa za savijanje oko osi y:
2 . e
z, -1 . [ sina’
e e EE_QZ(X)_IE.RNE
Fi(x)=0.(x)-F(x) = Y o : (1.1.25)
EI, z, -1° 1° sina’
+
2 3
Globalni problem za savijanje oko osi z i y, prema tome glasi:
Ku, =F,_; (1.1.26)
Ku =F ; (1.1.27)
gdje je:
K globalna matrica krutosti sistema dobivena sumiranjem po stupnjevima slobode

matrice elemenata,

u,, u,  globalni pomaci ¢vorova strukture dani kao produkt poprecne sile i pomaka u i
u_ za jedini¢ne poprecne sile koje djeluju u centru smika presjeka trupa na poziciji
X:

u, =0.(x)u, ;u =0 (x)u_; (1.1.28)

F,,F.  globalna opterecenja ¢vorova strukture dane kao produkt poprecne sile i jedni¢nog
opterecenja F i F, :

F =0 F;F =0 F; (1.1.29)

u, =F ; (1.1.30)
F (1.1.31)

s jedinicnom vrijedno$¢u popre¢nih sila Q. =0 =1, te potom za svaku vrijednost
popre¢nih sila izvrSiti proracun pomaka u_, u .

Dioba na komponente savijanja oko osi y i z implicira rjeSavanje sistema jednadzbi s istom
matricom krutosti, ali je potrebno obratiti paznju na Cesto razlicite rubne uvjete, posebno za
slu¢aj modeliranja simetri¢nih struktura.

Smic¢na naprezanja, konstantna po elementu, racunaju se prema izrazu:
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G- m
(Tff)fGe-Qy-BT-ﬁf:—Qy-{—l Rt (1.1.32)
J ZE uj .
— Ge * 1’71'
(¢*).=G*-0, B"-u = leQZ {1 1}{_ } ; (1.1.33)
) 7.
i)y

12. Zeli li se nesto toénije izratunati distribucija naprezanja 77 (s) duz elementa iz poznatog

. . e v . .
srednjeg naprezanja 7, , proraun se provodi prema izrazu:

(c5.(), =), — 2k +2,(5) (1.1.34)
gdje je:
O, E*-S.(s)-RN*
W) = ke
z : (1.1.35)
Q.-E°-S (s)-RN*
Z-IZ(S): e e
EI, -t°-RS

.
= [, (s
0 ; (1.1.36)

>

. 1k
=t I 7,.(s)ds

S., S,  stati¢ki momenti koji se dobiju iz izraza:

S.()= [ y.(s))1° -RS“ds, :t".RS".J[yic +sl-yjl:y’)d_(l : (1.1.37)
0 0
- A zZ,—z
Sy(s):J.zC(sl).[e.RSedsl:ze.RSe.J.£2w+sl. = jdsl; (1.1.38)
0 0

Sredivanjem gornjih izraza dobije se:

LQ -E°-S.(s)-RN® -E°-S_(s)-RN°¢
(rfs(s)) =(rf§),—i o, :(5) ds+Qy - (5) : (1.1.39)
AR Y I°y  EI,-t°-RS° EI,-t°-RS®
“Q. -E°-S (s)-RN°® -E°-S (s)-RN°®
(Tis(s))zz(fff)z_l Q- () ds+QZ () : (1.1.40)
‘ “F o1y EIl t°-RS El, -t°-RS®
Ee'RNe Ze 1 SZ
e =0 - Ge,BT,—e_—. — =y A=y s=\y. —7y. ) ; 1.1.41
(e (S))y Qy{ TR {3 (y,c zyycj Vers—(ve ) 216}} (1.1.41)
. . . E°-RN® (I 1 E
(sz(s))z =Qz.{G .BT.uy—E—Iy(g.(zic+§Zyc]—zic-s—(zjc—zic)-zleﬂ ;o (1.1.42)
-9.
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1.1.1.3 Proracun poloZaja centra smika (torzije) te proracun aksijalne krutosti i krutosti na
smik

Centar smika (torzije) u odnosu na neutralne osi presjeka Ycr, Zcr:

Yor :Z J‘(T;)Qﬁl-t‘)-d:-ds .RS*

e |0
; (1.1.43)
s
Zer :Z I(Txes)Qy:l t°-d;-ds |- RS*
e |0
gdje je:
d; udaljenost elementa od sjeciSta neutralnih osi (mjereno po normali na element):
d! =z, sina‘ -y, cosa’; (1.1.44)
Faktor aksijalne krutosti presjeka E4:
EA=Y E°-I°-t°-RN® ; (1.1.45)
Faktori krutosti na smik za vertikalno i horizontalno savijanje GAy , GAy:
1
GAy =——F — =
L))
Z '[7"-16 -ds [-RS°
e | o Ge
- - ; (1.1.406)
1
GA, = AP ) =
T.))o -
> ji« mdidod jengsl. e
e |0 Ge
gdje je:
T vrijednost smi¢nog naprezanja prema gore danim izrazima.

1.1.1.4 Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih naprezanja

U ovoj tocki prikazati ¢e se proracun i raspored korigiranih normalnih naprezanja kod
savijanja oko horizontalne i vertikalne osi idealiziranog proizvoljnog presjeka trupa broda linijskim
kona¢nim elementima te proracun ekvivalentnih naprezanja u presjeku trupa uslijed najnepovoljnije
kombinacije normalnih i smi¢nih naprezanja izazvane istovremenim savijanjem i torzijom trupa.
Ukoliko se Zeli uzeti u obzir aksijalna promjena polja pomaka u(x,s) te opterec¢enje po duljini grede
Dy(x), p-(x), model prikazan na slici 2.1 postaje neSto sloZeniji. Ukupna promjena polja naprezanja
iznosi 10-15% nekorigiranih. Iz tog razloga priblizno rjeSenje prema Lockwood-Tayloru daje za
praksu zadovoljavajuce rjesenje. Aproksimacija implicira 5 koraka:

-10 -

KONCEPTUALNO PROJEKTIRANJE BRODSKE KONSTRUKCUE
Racunalni projektni sustav OCTOPUS — TEORIJSKI PRIRUCNIK



ANALIZA GLAVA1II

PRORACUN ODZIVNIH POLIA POGLAVLIE 3
Proracun uzduZne évrstoée Odjeljak 3.1
1. Proracun nekorigiranih smic¢nih i normalnih naprezanja,
2. Proracun promjene polja pomaka iz relativnih deformacija na bazi koraka 1.,
3. Prora¢un korekcionih normalnih naprezanja o na bazi polja pomaka iz koraka 2.,
4. Proracun korekcionog momenta savijanja M° na bazi neuravnoteZenih normalnih naprezanja

o iz koraka 3.,

Proracun ukupne korekcije normalnih naprezanja ofT implicira sumiranje o1 linearno
promjenjivih naprezanja uzrokovanih korekcionim momentom savijanja M°

T _ __c Me
. =0,+0,

Primjenom modela metode konacnih elemenata algoritam izgleda kako slijedi:

Nekorigirana raspodjela:

(0,),=RN*-—FE°-z, ;(0,).=RN°-—%E°-y, ; (1.1.47)
¥ I, El,

(z'k" )y =G°-B"-u’

XS

; (1.1.48)
(Tff)z =G°-B' ‘u,
gdje su:
Vie, Zie ~ koordinate ¢vora i,
i broj ¢vorova:i=1 .. m
e broj elemenata: e=1 ...n.

Promjena polja pomaka po x za ¢vor i npr. kod savijanja presjeka simetri¢nog oko osi y
odnosno z:

aY 2'ta () o
(Ejyzglgd :_IQ( ) ds=—p (”y—uy); (1.1.49)
(%)ZZ%Q%‘Ih%{Qy(x)%;) ==P, ( ﬁ;); (1.1.50)

A, A,
jer je Ofkyz—pylg

na pomak ¢vora na neutralnoj osi presjeka #“ kod savijanja oko osi y odnosno z jedini¢nim
optereenjem Q. =110, = 1.

=—p._, a integral predstavlja relativan pomak ¢vorova u odnosu

Korekcija o za normalna naprezanja u ¢voru i elementa e glasi:

(e2), :ESZEE[%ji =—E°-p (@ ~a) RN* ; (1.1.51)
y
(0) =E8=Ee(%jl =-E°-p, -(LTJ —LTZ")'RNE ; (1.1.52)
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Proracun uzduZne évrstoée Odjeljak 3.1

4. Korekcijski moment savijanja M  glasi:

M = le(a;(s))y -z, (s)-t%ds ; (1.1.53)
e 0

M: = ZT(GE(S))Z y.(s)-tds ; (1.1.54)
e 0

gdje je:

o (9)= (o) o) ~ (o )-’]-,% ; (1155)

5. Ukupne korekcije normalnih naprezanja za ¢vor i glase:

(UXCT)fRNG' %'Mﬁ'Ee—Ee-pz-(t?i—ﬁj) ; (1.1.56)
L Y

za savijanje oko osi y,

(axcrlZRNE__%_MZC_Ee_Ee,py.(ﬁzi_ﬁzc) : (1.1.57)

Z

za savijanje oko osi z.

6. Priblizna vrijednost normalnih naprezanja, za istovremeno savijanje oko obje osi, za ¢vor i:

! :{RN" if—liE i +(aX‘T)'Z}+{RN" f—IZE 2, +(aﬂ” ; (1.1.58)

1.1.1.5 Proracun vitoperenja i primarnih smi¢nih naprezanja uslijed ¢iste torzije trupa broda

Sekcija tankostijenog nosaca duljine Ax (Slika 1.1.1) opterecena je u ovom slucaju na torziju
momentom M,. Polje pomaka na svakom elementu definira se u koordinatnom sistemu s osima x i s u
centralnoj plohi elementa te osi ¢ okomito na element. Polje pomaka po sredini debljine stjenke u
smjeru osi x moze se izraziti u standardnoj formi pomocu funkcije vitoperenja centralne plohe

elementa u(s),_, za jedini¢ni prirast kuta torzije i samog prirasta kuta torzije &,  :

u(x,s) =u(s),,0,,.(xy) ; (1.1.59)
v(x,8,6) > v (x),_=d,_,0.(x,) ; (1.1.60)
gdje je:

u(s) funkcija vitoperenja za tankostijeni element (vitoperenje centralne plohe elementa),

vy(x) pomak elementa uslijed rotacije za kut (x), normalan na radijvektor iz centra
torzije na element,
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dr normalna udaljenost elementa od centra torzije,

0, (x) prirast kuta torzije po jedinici duljine:
AO, =0, -Ax; (1.1.61)

Vektori relativnih deformacija € i naprezanja o glase (uz ¢, ~0):

& 1’7 ex,xx
g%\ _Jra : (1.1.62)
{yxs } (g + dT jgx,x
E- u- ex,xx
=Ee= ; 1.1.63
c=Ee G‘(ég"*degmx ; ( )

Izraz za totalnu potencijalnu energiju sekcije glasi:

1
H=U—W=J.56Tst—W; (1.1.64)
Vv
gdje je:
w potencijal vanjskog opterecenja za kojeg se pretpostavlja da ne ovisi o pomacima
u’
U unutras$nja energija koja ovisi o pomacima.

Uvijet 8I1 = 0 raspada se na dva uvjeta: 5179X =0 (jednadzba torzije grede) i oIl =0

(raspodjela vitoperenja po presjeku). Totalna potencijalna energija sekcije duljine Ax moZze
se izraziti kao suma doprinosa svakog pojedinog elementa. Zanemari li se doprinos od &, totalnoj
potencijalnoj energiji kod slobodne torzije dobije se:

H=ZU€ ,e=1 .. n(broj elemenata) ; (1.1.65)
Uvjet minimuma glasi:

oll, =0U, =0 ili % =0 ,i=1..m(broj Evorova). (1.1.66)

1

Unutrasnju energiju svakog pojedinog elementa moze se izraziti u obliku:

el 2
U =ax-RS 1S ([ Dy ae | .0 2ds (1.1.67)
2 Of&‘ T X,X

0

Uvodenjem standardne notacije metode kona¢nih elemenata za promatrani element,
pretpostavka je da se rjeSavanjem sistema jednadzbi oI/, =0 dobilo pomak &,(x).

Pomaci na elementu e pretpostavljeni su konstantnim po debljini ¢ *, a funkcija #(s) se moZe

1

. , . . . . T = —
izraziti pomocu funkcije oblika N(s) i pomaka ¢vorova u® = {u u; }:
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u,
— :NT'_ezl—i i} _1 ,
u(s)=N"-u { it

Derivacija pomaka:

ai(x,s) di(s)

1 1]y
>~ = B'u‘o — 0
&)‘ &)‘ ( ) xv(x) { le Ze }{I/_lj} X,x

Relativna deformacija na elementu e glasi:

ai(s)

Vi =7 +d) 0, (x) = (B +dp)0, (%) ;

Naprezanja:
7, =Gy, =G (B'W +d5)0, (x) ;
Krak elementa e s obzirom na centar torzije:

e __ . e e
di =zgsina® -y cosa’;

zir, yir  koordinate prvog ¢vora i elementa e s obzirom na centar torzije,

o kut nagiba elementa s obzirom na os z.

Unutrasnja energija sekcije uvrStavanjem gornjih izraza glasi:

el

JG"’ -(BTU¢ +d)* -0, ds ;

U=YU = F RS 2y ¢

U=Ax-0,, Z(——e Ku’ -u* Fe+%d$ “RS°-1°-t°-G°) ;

ZRSe

gdje je:

p
K* =RS€-G"-ﬁjBBTds :

.
F=—RS*-G*-t°-di [Bds ;
0

Ukoliko se sumiranje provede po svim elementima, a pomaci u*

matrici ¢vorova U te opterecenje F° po globalnoj numeraciji F dobije se:
2 1 —Tyr— —T 1 e e2 e e e
U=Ax-0,, -(Eu Ku-1u F+52RS ds 100G

Minimizacija totalne potencijalne energije daje:

-14 -

“BB"u +2-d:-BTu¢ +d< )ds ;

Odjeljak 3.1

(1.1.68)

(1.1.69)

(1.1.70)

(1.1.71)

(1.1.72)

(1.1.73)

(1.1.74)

(1.1.75)

sortiraju po globalnoj

(1.1.76)
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oll, =0U, =0—>Ku=F ; (1.1.77)
gdje je:
u rjeSenje problema buduci da je u(x,s) =u(s)-0_ (x).

Za predlozenu linearnu raspodjelu pomaka po linijskim elementima, dobije se:

ce[1 -1
K= Rse. I ! : (1.1.78)
© -1 1

Vektor za F° torziju glasi:

1
F* :RSE-Ge-te-di{ 1} : (1.1.79)

Smicna naprezanja za elemente zatvorenih kontura glase:

7
eV _Geg . —%+d;j=G".¢9” {_i i} Silyae |, (1.1.80)
2 52 &)’ X, le le j

Smicna naprezanja za elemente otvorenih kontura glase:

<

te
o ONET LRy R (1.1.81)

XS max 5 X 2

1.1.1.6 Konacni element za torziju.

Slika 1.1.2

Sile i pomaci na
konaénom elementu za
torziju.
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Za ovaj element funkcija oblika moZe se opisati polinomom tre¢eg reda:
H(x) =C +Cx+Cx* +C)x° 5 (1.1.82)
ili zapisano u matri¢cnom obliku:

0.(x)=H(x)-C ; (1.1.83)

gdieje H(x)=[1 x x* x¥1iC"=[C, C, C, C,].

Za ¢vorne pomake koristi se vektor 8 koji se sastoji od dva stupnja slobode 8,(x) i 6., (x) na
svakom ¢voru elementa:

a, =1 "l (1.1.84)

gdje su: 6, kut uvijanja,
O relativni kut uvijanja,

Deriviranje jednadzbe polinoma treceg reda daje:
0. (x)=C, +2C,x+3C,x" ; (1.1.85)

Slijede¢i korak je slaganje generaliziranog vektora pomaka 0(x) pomocu kojeg je moguce
odrediti vrijednosti pomaka 6,(x) i 6, (x) u bilo kojoj tocki unutar elementa u ovisnosti o Cetiri jo$
nepoznate konstante.

G
2 3
o(x)=| . * * i €2 (1.1.86)
0 1 2x 3x||G
&

Posto vektor O(x) predstavlja pomak u bilo kojoj tocki elementa, ¢vorni pomaci se
jednostavno dobivaju supstituiranjem pripadajucih koordinata. U ¢voru i imamo x = 0 pa se dobiva:

6,=C1 0,.=Cy; (1.1.87)
U ¢voruj, x = L pa se dobiva:

. 2 .
0,=C+C,L+ cr’+cr’ib, =C+2CL+3CL ; (1.1.88)

ili u matri¢nom obliku:

0, 10 0 o0]C
0,
o, |1 L ' I
0,.] |0 1 2L 3*||C,
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Posto je matrica A poznata, vektor nepoznatih koeficijenata se moze izracunati kao:

C=A"9; (1.1.90)
Inverzija matrice A iznosi:
1 0 0 0 |
0 1 0 0
At 3 23 1 (1.1.91)
r L r L
2 1 2 1
r rr ror
Pomaci unutar elementa se mogu izraziti u ovisnosti o ¢vornim pomacima:
0.(x)=H(x)A"0 ; (1.1.92)

a kao rezultat matri¢nog umnoska dobiva se:

0.(x)=N(x)0 ; (1.1.93)

gdje je N(x) poznata pod imenom funkcija oblika a dana je kao:

N =[1-3¢7+2¢") ali-264¢7) (&2 -28") sle-&°); (1.1.94)
Z.

Cvorno optereéenje koje se veze s kutom uvijanja 6, je naravno moment uvijanja M,. Cvorno
opterecenje koje odgovara relativnom kutu uvijanja 6., u nekoj tocki bi bilo optere¢enje koje bi
uzrokovalo ovakav tip pomaka, tj. promjenu relativnog kuta uvijanja bez utjecaja na kut uvijanja u toj
tocki. Kao Sto je prikazano na slici to opterecenje je par popre¢nih momenata uvijanja koji se nazivaju
"bimoment", M,,. Takoder se jo§ naziva i "moment vitoperenja" jer vitoperi presjek iz vlastite ravnine.
Stoga vektor ¢vornih sila glasi:

uz & =

f,= @l . (1.1.95)

Diferencijalna jednadzba za uvijanje ukljucuje prvu i tre¢u derivaciju pomaka 6,:

0. (x)=B0; (1.1.96)

X, X

uzBI:{—%(é—afz) 142 1382 %(5—52) —2§+3§2}

ex,xxx (X) = BZB ; (1 1 97)
uz B, :% 2 1 _2 1.
L' L L
-17 -

KONCEPTUALNO PROJEKTIRANJE BRODSKE KONSTRUKCUE
Racunalni projektni sustav OCTOPUS — TEORIJSKI PRIRUCNIK



ANALIZA GLAVA Il
PRORACUN ODZIVNIH POLJA POGLAVLIE 3

Proracun uzduZne évrstoée Odjeljak 3.1

Diferencijalna jednadzba torzije prikazuje vezu izmedu unutarnjih sila i deformacija.
Prikladno je diferencijalne jednadzbe podijeliti na dva dijela koji odgovaraju St. Venant-ovoj krutosti i
krutosti na vitoperenje:

M, (x)=M (x)+M,(x); (1.1.98)

gdieje M (x)=GJo_ (x)i M, (x)=-EL0, . (x)-

@7 X, XXX

Unutarnji momenti uvijanja se mogu izraziti u ovisnosti o ¢vornim pomacima:
M (x)=GJBO ; M, (x)=—EI B,0 ; (1.1.99)

Slijede¢i korak je odredivanje matrice krutosti elementa tj. povezivanje ¢vornih sila fy i
¢vornih pomaka 0.

f,=k,-0; (1.1.100)

k, se dobiva izjednacavanjem rada unutra$njih sila u ovisnosti o ¢vornim pomacima 0, te
izjednaCavanjem s vanjskim radom c¢vornih sila fy tijekom virtualnog pomaka 0% elementa. U
rezultirajucoj jednadzbi Kk, je matrica koeficijenata koja se mnozi sa 0. Rad unutarnjih sila dan je
jednadzbom:

X, XXX

VVint = j-[ex,xMx (X)+ ex,xMa) (X):le = JL.[ex,xG'Jex,x + gx,x (_ E]w )9 kx > (1 1101)
0 0

Ako se wuvede virtualni ¢vorni pomak 0% tada je pripadajuca vrijednost

2] (x) = (B 19*)T -0"B IT. Stvarni unutarnji momenti uvijanja mogu ostati izrazeni preko stvarnih

X,X

pomaka 6,(x) 1 6., (x), tako da je:

X, XXX

L

W, = [[07BIGJ6, , + 7B (- E1,)6, . Jix : (1.1.102)
0

Op¢i pomaci 6,(x) 1 0, (x), se mogu prikazati u ovisnosti o ¢vornim pomacima. Rezultat je:
L

W, = [[07B/GJB,0+07B! (- EI,)B,0}x ; (1.1.103)
0

Vanjski rad ¢vornih sila je:

w

ext

=0"f, ; (1.1.104)

Izjednacavanjem prethodnih jednadzbi i postavljanjem jedini¢nog virtualnog pomaka dobiva
se:

L L

f, = DB,TGJB,dx}G+DB1T(— EI(U)Bzdx}G ; (1.1.105)
0 0

Izrazi u uglatim zagradama su dva dijela matrice krutosti za torziju koji odgovaraju St.

Venant-ovoj krutosti i krutosti za vitoperenje:

k, =k, +k, (1.1.106)
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Matrica krutosti za St. Venant- ovo uvijanje glasi:

6
— Symm
5 )
L 2r
_GJlo 15 .
k, = Il 6 L s ; (1.1.107)
5 10 5
Lo _Lo2r
L 10 30 10 15 |
Matrica krutosti za vitoperenje:
12 Symm
EI | 6L 4L
Yy =—2 : (1.1.108)
L |-12 —-6L 12
6L 20I° -6L 4L
(1.1.109)
Konac¢ni rezultat je:
C T _ _
5 Symm
M, I o 12 Symm 0,
M| |GJl190 15 1| 6L 417 0..]
M, L] 6 L 6 L |-12 —6L 12 0, [’
M, 5 10 5 6L 2I' -6L AL Oy«
L oL L 2 )
L L10 30 10 15 | i

Ukupna matrica krutosti za gredni konacni element. Daljnji zadatak je sloziti matricu
krutosti grednog elementa, koji bi bio pogodan za ra¢unanje naprezanja na krilu ili trupu zrakoplova,
kombinacijom matrica krutosti za Stapni konacni element, konac¢ni element za savijanje u Xy ravnini,
konacni element za savijanje u xz ravnini i konacni element za torziju.

Kao glavni koordinatni sustav elementa odabran je koordinatni sustav kroz teziste elementa i
to u smjeru glavnih osi inercije jer su sva svojstva grede koja se ticu savijanja (momenti inercije,
momenti savijanja itd.) definirani u odnosu na te osi. No ipak ¢vorovi elementa nisu smjeSteni u
teziste, jer su zakreti kod uvijanja @ definirani u odnosu na centar smika. Zbog toga je neophodno
postaviti ¢vorove elementa na tu os. Posto se poprecni presjek ne deformira lateralni zakret uslijed
savijanja ima isti iznos na cijelom presjeku, tako da premjestanje ¢vora u centar smika ne utjece na
pomake uslijed savijanja.

Kako bi se izbjegla dvoznacnost ¢vorni pomaci uslijed savijanja u Xy ravnini su oznaceni sa
Vs, @ U ravnini Xz ws. To je vazno napomenuti jer u uzduznom smjeru ¢vorni pomaci nisu pomaci
centra smika. Umjesto toga, kako bi se zadovoljila uzduzna ravnoteza, uzduzni ¢vorni pomaci moraju
biti definirani kao prosje¢ni pomaci poprecnog presjeka, Sto nije isto Sto i uzduzni pomak centra
smika. Uzduzni ¢vorni pomaci su oznaceni sa u.

S ovakvim izborom koordinata elemenata i ¢vornih pomaka nema sukoba izmedu cetiri
nacina odziva: uzduznog, savijanja u Xy ravnini, savijanja u Xz ravnini i uvijanja. Stoga se opca
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matrica krutosti u koordinatama elementa moze dobiti jednostavno grupiranjem cetiri matrice krutosti
kako slijedi:

f, k, 0 0 O]l u
f, 0 k, 0 O o
= ili f=ko ; (1.1.110)
f, 0 0 k, O/|lw,
f, 0 0 0 Kk, 0

Kako poprecni presjek krila ili trupa zrakoplova nije prizmatiCan, centar smika svakog
elementa moze biti na drugoj lokaciji. Stoga je potrebno definirati globalni koordinatni sustav tako da
se susjedni elementi mogu povezati. Nakon toga potrebno je transformirati matricu krutosti iz
koordinatnog sustava elementa u globalni koordinatni sustav. Kako su matrice krutosti za savijanje
definirane za koordinatne osi kroz glavne osi tromosti, potrebno je koordinatni sustav jo§ i zarotirati za
kut @q, tj. za kut izmedu glavnih osi tromosti i osi globalnog koordinatnog sustava.

Radi jednostavnosti prvo ¢e se izvesti matrica transformacije uslijed translacije lokalnog
koordinatnog sustava elementa u globalni koordinatni sustav Tr, a nakon toga matrica transformacije
uslijed rotacije lokalnog koordinatnog sustava elementa u globalni koordinatni sustav Tg. Ukupna
matrica transformacije ¢e biti jednaka umnosku matrica Tt, i Tr. Veza izmedu globalnih i lokalnih
pomaka je slijedeca:

U(x) = u(x) = YegVr (X) + 2wy () + 0,(1,2)0' (x) 5
V(%)= v, (x) — 20(x) :

W (x) = wy (x) + pes0(x)

V'(x) = vy (x) — 2¢50(x)

W' (x) = wy () + yesO(x) 3

gdje su: yeg y koordinata teziSta u globalnom sustavu,
ZcG z koordinata tezista u globalnom sustavu,
yes y koordinata centra smika u globalnom sustavu,
Zcs z koordinata centra smika u globalnom sustavu,
O, normalizirana funkcija vitoperenja presjeka.

Ova transformacija ne utjece na rotacione stupnjeve slobode uslijed uvijanja 6(x) i 6'(x), tako
da novi simbol za pomak u globalnom sustavu nije potreban. Za transformaciju lokalne matrice
krutosti k u globalnu matricu krutosti K potrebno je invertirati prethodne jednadzbe, Sto daje:

u(x) = U(x) + yeovr (%) = Zegwr (x) = 0, (1, 2)0'(x) ;
vy (x) =V (%) + 250(x) ;

Wy (X) = (x) = yes0(x)

vy (x) =V (%) + 2¢50(x) ;

Wy () = '(2) = yes0(x)

ili zapisano u matricnom obliku
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ul [1 0 0 @ zog —-ve O |[U
v, 101 0 z 0 0 0 ||V
wy 0 01 -y, O 0 0o [|W
5,=40:=|0 0 0 1 0 0 0 {6 i=td,; (1.1.111)
WIT 0 0 0 0 1 0 ~Yes w
v, 000 O 0 1 Zes ||V
&) [0 00 0 0 0 1 |e
gdje je:
100 @ zi ~Ye 0 ]
010 2z 0 0 0
001 -y, 0 0 0
t,={0 0 O 1 0 0 0 |; (1.1.112)
000 O 1 0 Ve
000 0 0 1 oz
000 0 0 0 1

matrica transformacije za translaciju koordinatnih osi.

Slika 1.1.3

Transformacija pri rotaciji koordinatnih osi.

Opc¢enito matrica transformacije uslijed rotacije iznosi:

A0 0 0

R=0l00; (1.1.113)
0 0 A 0

0 0 0 A

s tim da Slika 1.1.3 prikazuje da je:
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Cos@,, COSQ,, COSQ,,
A=|cosp, cosp, COSQ,|;

COSQ.y COSP,y COSQ,

Odjeljak 3.1

(1.1.114)

U ovom slucaju postoji samo rotacija oko osi X, te se matrica A svodi samo na pripadajuce

¢lanove:

- cosS P,y cosgoyz};

Cos@,, COSQ,,

Matrica A se moze dalje raspisati

—sing, cos@,

T
COS(E + (0sz Cos @,

V4
Cos @,y COS(E - (/’ij | cosg, sin @, _ A u
= n:

(1.1.115)

(1.1.116)

Posto su uzduzni pomaci i pomaci uslijed uvijanja neovisni o rotaciji pripadaju¢a matrica
transformacije je zapravo jedini¢na matrica. Savijanje u Xy ravnini i savijanje u Xz ravnini su

medusobno povezani matricom A, te matrica transformacije uslijed rotacije glasi:

1 0 000 0 O
0 A 00 0 0
0 -4 A 00 0 0
t,=|0 0 0 1 0 0 0f:
0 0 00 A —u 0
00 00 u A 0
0 0 000 0 I

Ukupna matrica transformacije sada iznosi:
t=t,t, ;

ili raspisano:

10 0 @ zegA+yeH Zegh=Yegh 0
0 A u zg 0 0 0
0 —u A =y 0 0 0
t=|0 0 O 1 0 0 0 |;
0 0 0 O A —-u — Vs
0 0 0 0 u A Zg
00 0 0 0 0 ]

Za oba ¢vora konac¢nog elementa i i j, matrica transformacije glasi T = {
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0
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8, =T, ; (1.1.120)

Iz uvjeta da je energija elementa invarijantna u odnosu na koordinatni sustav:
e __ 1 Ty, e _ 1 TrpTy, e _ 1 Ty, e .
U _ESLkLSL _ESGT kiTo, —EﬁGkGSG ; (1.1.121)

gdieje ki, =T'kST.

1.1.1.7 Proracun Kkrutosti na torziju i krutosti na vitoperenje sloZene tankostijene konstrukcije

Faktor krutosti na torziju elemenata koji ¢ine dio otvorenih kontura ¢, = 1 ... n, rauna se
pomocu izraza:

03
Ze . tc

Gl =Y. G RS ; (1.1.122)
Faktor krutosti na torziju elemenata koji su dijelovi zatvorenih kontura . ratuna se preko:
— — 2
e e e u/ B ul e e
Gl =) G-It ( T +de -RS° ; (1.1.123)

Ukupni faktor krutosti na torziju elementa racuna se pomocu izraza:
Gl =Gl +GI,, ; (1.1.124)

Faktori krutosti na vitoperenje racunaju se pomocu izraza:

I i
E]W — Z Ee ~teJ.172ds 'RNe :Z Ee 'teJﬁTNNTﬁdS RNe :
0 0

e e

El, :zEe th(glz +iL, ‘L_lj +17].2)-RN6 : (1.1.125)

1.1.1.8 Proracun normalnih i sekundarnih smi¢nih naprezanja uslijed sprijecenog vitoperenja
trupa broda

Sprijeceno vitoperenje tankostijenog nosaca rezultirati ¢e pojavom normalnih naprezanja u
nosacu te pojavom sekundarnih smiénih naprezanja koja ¢e uravnoteziti nejednoliku raspodjelu
normalnih naprezanja. Vazno je naglasiti da ¢e ovaj dodatni mehanizam utjecati na ukupnu unutrasnju
energiju i rad vanjskih sila na nosacu, te ¢e rjeSenje trebati iterativno rjeSavati sa slijedec¢im koracima:

1. dIl, =0 sto kao rezultat daje distribuciju kutova zaokreta duz nosaca,

2. dll, =0 $to kao rezultat daje raspodjelu vitoperenja po presjeku,

3. ProraCun primarnih smi¢nih naprezanja te normalna naprezanja uzrokovanih sprijeenim
vitoperenjem presjeka,

4. Proracun veli¢ine sekundarnih smi¢nih naprezanja i pripadajuéeg vitoperenja,
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5. Korekcija izraza za I1 s obzirom na izracunate veli¢ine iz 3 i1 4 koraka te povratak na korak 1.
Proracun se odvija na sljede¢i nacin:

Prorac¢un normalnih naprezanja uzrokovanih sprije¢enim vitoperenjem presjeka:
au(x, o (— _
o, =E-& = E% —E. g(u(s) -0, (x))=E-u(s)-0, .. ; (1.1.126)

ili za svaki pojedini ¢vor i na elementu e:

ol =E°-0__ -u -RN®; (1.1.127)

X,X:

Totalna potencijalna energija presjeka opterecenog aksijalnim optere¢enjem p, izraZene kao
suma doprinosa n elemenata:

1l = Z %JGTEdV+ Ipx(x,s)-uz(x,s)dS+
e 14 Slk

; (1.1.128)
+ Ipx(X+Ax,S)-u2(x+Ax,s)dS

S;
gdje je:
u(x,s)  polje pomaka strukture,

uy(x,s)  korekcijsko polje pomaka koje sadrzi nepoznate pomake za sprijeCeno vitoperenje,
S7,S;  Slika 1.1.1.

€, 0,  poljarelativnih deformacija i naprezanja:

ay gah
_Ja |, - a& | .
g, = % ; 6, = G% ; (1.1.129)
& &
Dx aksijalno optereéenje:
px(x+Ax,s)=pX(x,s)+i;‘Ax ; (1.1.130)

Ukoliko se zanemari promjena u, na elementu duljine Ax kod proracuna potencijalne
energije:

n=mn =y lee Ay 2dV—ij@)‘u (x,5)dS | ; (1.1.131)
~ ~ 2V“ & S§ @C 2 > ’
Polje pomaka u,(x,s) po elementu za lineranu interpolacijsku funkciju glasi:
Ky S || Uy T e
U, (x,8) =u,(s),_, :{1—— —} =N'u;j ; (1.1.132)
0 le le u2j

ai 1 Uy, .

2o 1l Yl =BTug; (1.1.133)
a& I Uy,
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gdje je:
uy(8),,, polje pomaka u;, na presjeku x,,
Uz, U, pomaci ¢vorova i, j na koje je vezan element e.

Opterecenje p, potjece od sprijeCenog vitoperenja presjeka
P (x,8)==0,,(x,5)=—E*-u(s)-0, . (x)- RN* ;

@:_EQ_E(S).EHXH.RN‘) :_Ee 'Hx;ooc 'NT ,ﬁ".RN‘) >

Totalna potencijalna energija elementa nakon uvrstavanja glasi:

Odjeljak 3.1

(1.1.134)

(1.1.135)

13

1 f -
11° = Av-uf (- G° ‘RS [BB"ds)-u +Ax-u' (0, - E° - RN [NN"ds)-u*
0 0

1 .
II° =5Ax-u§T K -u$ +Ax-ud -F°;

gdje je:
K’ matrica krutosti elementa e:
Ge-te| 1 -1
K°®=RS*- ;
(-1 1
F° vektor opterecenja elementa e:

F =6 __ -RN°-E°-t°-I°

X, XXX

A=W | =
[ —on]
N
S =
%/_J

(1.1.136)

(1.1.137)

(1.1.138)

Minimizacija totalne potencijalne energije s obzirom na nepoznato polje pomaka u, vodi do:

ai, =§b12(217€)=0—>Ax(Ku2 +F)=0—>Ku, =-F ;

gdje je:

K globalna matrica krutosti,

u globalni vektor nepoznatih pomaka:
u2 = ev,xxx 'EZ H

F globalni vektor opterecenja:

F=0__ F;
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Ocito je da je dovoljno izvesti proracun Ku, =F iz ¢ega se mnozenjem u, s &

X, XXX

dobivaju trazeni pomaci. Sekundarna smic¢na naprezanja, konstantna po elementu, odreduju se prema
izrazu:

ke(z)_Ge%_Geuzj— B “zj-_”zie '
Xs - & - Ze le X,Xxx

(1.1.142)

. Y 1 y e s v Coge . .. . (2) v .
Ukoliko se zeli nesto to¢nije izradunati distribucija naprezanja 7;  (s) duz elementa iz

N ) R . . o .
poznatog naprezanja 7, ismjera toka naprezanja provodi se slijedec¢i proracun:

)= i () (1.1.143)
gdje je:

( ) Ee .RNe.e‘C XXX 'S[—( ) edS Ee.RNe.eXXXX j‘(— Z/Tj _L_ll )ds
() =—————u(s,)-t =— : u, + s ;

2 . RS* ) 1 1 RS¢ ] i . 1 1

1 E°-RN°-0,_ " i -

ke X, XXX — J 1 2
==\, (s)ds=————""|(u, - s+ ——57)ds ; 1.1.144
2 leJ(: 2(8) RS® -1 2[( i WL ) ( )
ro E°-RN°¢-0__. @ 1_) /° (1.1145)
0 = sy 1.

2 3-RS¢ A

Nakon sredivanja dobije se izraz za sekundarno smi¢no naprezanje uslijed sprije¢enog
vitoperenja konstrukcije:

e (@)

iy, —Uy E°-RN°®
sz (S)zliGe 2 3 + *

l° RS°

1 e i, —, ’
((1’71 +Eﬁj)%_ﬁl 'S_j—szj 'ex,x_xx

(1.1.146)

2.7/°
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1.1.2 PRORACUN EKVIVALENTNIH NAPREZANJA ELEMENATA STRUKTURE

Najnepovoljnije normalno naprezanje uzrokovano savijanjem i torzijom npr. simetri¢ne
konstrukcije za element e izmedu ¢vorova i i:

ot =max(c.,0l) ; (1.1.147)
¢vor i:
; M T ¥ M e T ¥ i
ol = RNE-—ZEe-yic+(0}T)Z + RNE._YE‘.ZI,C+(0XT), +ol, 5 (1.1.148)
El, EI, b
¢vor j:

o! :{RNE My gy, +(0,CT),} J{RNE My pes, +(o "T)’}raf} ; (1.1.149)
X E[Z jc X z E[y Jje X ly xw

gdje su vrijednosti prva dva ¢lana gornjih izraza za normalna naprezanja poznata i odnose se
na savijanje oko obje osi, dok je vrijednost treceg ¢lana dobivena uslijed sprijeCenog vitoperenja kod
torzije. Srednje normalno naprezanje uzrokovano savijanjem i torzijom konstrukcije za element e
izmedu ¢vorova i ij:

iy
€:O-X+O-x

o ; 1.1.150
s 5 ( )

Najnepovoljnije smi¢no naprezanje uzrokovano savijanjem i torzijom konstrukcije za
element e, ovisno o tome da li se smi¢na naprezanja smatraju konstantna po elementu z'rl;ix ili se

pretpostavlja to¢nija raspodjela po elementu 7, :

Th =), + (@), + @)V + (@) (1.1.151)
ili
T = (75), + (70, + ()Y + (7)) (1.1.152)

gdje su prva dva clana otprije poznata za slucaj konstantnih smic¢nih naprezanja duz
elementa, ili za slucaj preciznijeg rasporeda. Tre¢i ¢lan odnosi se na primarna smicna naprezanja
uslijed Ciste torzije trupa i dobiva se ovisno o pripadnosti elementa zatvorenoj ili otvorenoj konturi.
Cetvrti ¢lan odnosi se na sekundarna smiéna naprezanja uslijed sprijeenog vitoperenja konstrukcije i
dobiva se za slucaj konstantnih smi¢nih naprezanja duz elementa ili za slucaj preciznije raspodjele.
Ekvivalentna naprezanja racunaju se prema kriteriju:

ot of 2_{_3‘2./66,62 : (11153)

ekv max max

Vektor naprezanja uzduZnog elementa strukture o;°, prilagoden za provjeru podobnosti,
glasi:

T

s " =los k) (1.1.154)

max
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