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Opterecenje krila zrakoplova
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Progib (Sagg) / Pregib (Hogg)
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Opterecéenje broda
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Prorac¢un normalnih naprezanja kod savijanja

Normalna naprezanja vitkih Stapova ra¢unaju se pod pretpostavkom
Eistog savijanja tj. zanemaruje se promjena momenta savijanja
odnosno postojanje poprecne sile i smi€nih naprezanja

Bernulijeva hipoteza:
® Kod savijanja pojedini presjeci se ne deformiraju nego se samo
zakrecu,
® |z toga proizlazi linearna distribucija deformacija

® U linearnom elasticnom podruéju i linearna distribucija naprezanja

Bududéi da se donja vlakna nosaca rastezu a gornja tla¢e, mora
postojati jedan sloj u kojem vlakna ne mjenjaju duljinu

To je tzv. neutralni sloj koji se na nacrtu projicira na neutralnu liniju
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Prorac¢un normalnih naprezanja kod savijanja

Iz uvijeta ravnoteze:

SF =0, [o.d4=0
A

ZM =0; J‘Gdi =M Neutralna linija

y prolazi kroz teziste
1z prvog uvijeta dobije se:
E
jgsz:o; = [z4=0;, = [ zda=o0;
R R A A

A

Iz drugog uvijeta dobije se:

E
jgzsz:M; —> =M; =» @:M
A R Moment inercije R
oko osiy
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Proracun normalnih naprezanja kod savijanja

Buduéi da je

E
2% By = o=
R R’

=z X

zZ,

M
]y

Maksimalna naprezanja nastaju u krajnjim vlaknima kad je z=e, ili z= e,
pa ako oznaéimo:

Moment otpora
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Distribucija normalnih naprezanja kod savijanja
Ml
MI
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Proracun smiénih naprezanja kod savijanja
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Ravnoteza promatranog sloja:

N+dN-N-dT =0
N = fadz-t; N+dN = f(a+da)dz-t; dT =t -tdx

g

j.(0'+d0')dz-t—e_|§0'dz-t:2'-tdx

z
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Proracun smiénih naprezanja kod savijanja

Odnosno ako uvrstimo G

J Mz tdz~—J.]%ztdz =7-tdx

z y z )y

Iz gornje jednadzbe se dobiva da je smi€éno naprezanje:

€q
dM 1 dM
J.tzdz —=0 S, —_[tZdZ
dx It dx z
_D,
T
Y
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Distribucija smi¢nih naprezanja po simetricnom presjeku
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Cvi

Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke

metodom konac¢nih elemenata

Polje pomaka definirano standardnom teorijom grede ne omoguc¢ava
direktan proracun polja smiénih naprezanja iz definicijskih jednadzbi

teorije elasti¢nosti.

Uvodenjem dodatnog korekcionog polja pomaka (deplanacija
presjeka), moguce je totalnu potencijalnu energiju, prema prosirenoj
teoriji grede, izraziti u ovisnosti o osnovnim parametrima primarnog
polja (pomaci i kutovi zaokreta) te parametrima dodatnog polja.

Minimizacija totalne potencijalne energije sustava omogucéuje

odredivanje svih nepoznatih parametara

rsto¢a broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke

metodom konacnih elemenata
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uy(x,y,z) -dodatno polje pomaka u aksijalnom smjeru

Px | Px.ax - Optereéenja jednaka naprezanjima uzrokovanim momentima

savijanja M(x) i M(x+Ax)

Cvrstoc¢a broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija

Cetvrtak 19. ozujak 2010.

16




Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Dodatno polje pomaka u aksijalnom smjeru

u,(x,y,2) = u(s) ., :@ = <

funkcija oblika ¢évorni pomaci

Relativne deformacije (¢ se svodi na vy, ):

u.
sy A _prge [(1 1][w
& I I°)|u

Naprezanja ( ¢ se svodi na t

j
xs):

c—>7, =Gy, =RS-G°B'u’
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Opaska:
T
s s ON 11
T
I© 1 Os I© 1
funkcija oblika prva derivacija funkcije oblika
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Opterecenje (uz zanemarenje upliva p, , p, na duljini Ax) ako su
osi x i y glavne osi inercije \napomena: p = Jx)

X,X

.E°-RN*-Ax
S3

@ 2
F 2 2els) _z(s) oM
El, Fyy El, Q Ox
F(S):[FSZ'QY""FSY'QZ]'Ee'RNe'Ax
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Vs 2, koordinate to¢ke mjerene u odnosu na koordinatni

sustav s ishodistem u sjeciStu neutralnih osi presjeka:

v.(s)=y,+s-sina’ y
ZC‘
z.(s)=z,+s-cosa’ z,
]
a® kut nagiba elementa prema osi Z: S
yic
a’=/(s,72)

Yies Zic koordinate ¢vora i elementa e.
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Totalna potencijalna energija:

H:U—W:J.%GTadV—W
V
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Rad unutrasnjih sila na elementu:
U= j l(RS.GeBTue)TBTude
ye 2
U= ERS-GeueTB B u‘dV

U* =Ax-te-RSe-Ge%f u’B B uds
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Rad vanjskih sila na elementu :

W = j F(s)u(s)dS
-
.
we=t° -er(s)ueTNds
0

We — ueTFe
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Totalna potencijalna energija za sustav od n elemenata:
n

e z:He = Z Ax%ueTKeue —u“"F¢

e=1

T = .
u¢T &vorni pomaci elementa e: uet = {u, uj}‘
l@
K¢ matrica krutosti elementa e: K¢ =¢t°-RS°-G° -J'BBTdS
Iz 0
Fe vektor opterec¢enja elementa e: F¢ =¢° .er(S)NdS
0
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Ukoliko se sumiranje provede po svim elementima, a pomaci i optereéenja

se sortiraju u globalne vektore pomaka u i sila F

IT = Ax - %uTKu—uTF

u globalni vektor pomaka sustava

K globalna matrica krutosti sustava

F globalni vektor pomaka sustava
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Minimizacija totalne potencijalne energije daje onoliko jednadzbi koliko
ima nepoznatih pomaka u;:
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Prema ve¢ danoj formuli matrica krutosti elementa je definirana kao:
le
T
K =1"-RS*-G*-[BB"ds
0

Za predlozenu linearnu raspodjelu pomaka po linijskom
elementu, matrica krutosti elementa:

T
s S r ON 1 1
[° I° os [© 1
Ke:Ge-te-RSe I -1
I -1 1
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Opaska: ) ‘,
foorar-me frcpa't__ 2t
1 _1 1 i 1 _LW
_lr o 7y PR ] -l
BB' = 1 _ (2 (l) (1)2 o
le ] (le)z (le)z J

11 -1 11 -1
(] L1 Ll -1 1

ljBBTds =/°
0
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Vektor opterec¢enja elementa e:

p
Fe=¢° -J‘Fe(s)Nds
0

N—

F(S):[FSZ'QY+FSY'QZ]'E6‘RNQ-A>C; FSZZJEES; FSY:ZC(S);

y.(s)=y,+s-sina’; z.(s)=z,+s-cosa’;
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Vektor opterecenja elementa za savijanje oko osi z:

. —, E°-Q (x)-t°-RN®
F(x)=0,(x) Ff(x) = — S
El, Vil +l sin
2 3

Vektor optereéenja elementa za savijanje oko osi y:

EC-Q.(x)-t°RN°|" 5 T ¢

EI, z -I° [“sing®
+

F;(x)=0.(x) F/(x) =

2 3
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o
Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Globalni problem za savijanje oko osi z i y, prema tome glasi:

Ku, =F,
Ku =F

K globalna matrica krutosti sustava
u globalni vektor pomaka sustava u =0.(x)-u u =0 (x)-u
z y z y z

F globalni vektor pomaka sustava F = QZ -Fy F = Qy -F.
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o
Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Ocito je da je dovoljno provesti proracune:

Ku. =F
Ku, =F,

s jediniénom vrijedno$c¢u popreénih sila ( Q=l ) , te potom za svaku vrijednost

poprecnih sila izvrsiti proraun pomaka
u, =0 ()1,
u,=0,(x),
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Smiéna naprezanja, konstantna po elementu, ra¢unaju se prema izrazu:

G0 m
ke T — i
(), =60, B =0 "
y y z e
[ u;
Iz
e —
. Uu.
K T —_G :
(<) =g 0 BT a =L 1 "
S )z z y e
/ u.
Iy
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

Stvarna distribucija smi€nih naprezanja
po dijelu konstrukcije je paraboliéna

Smicna naprezanja, izraGunata ovom
metodom su konstantna po elementu,

Povec¢avanjem broja elemenata moze
se dobiti to€nija distribucija naprezanja
po dijelu konstrukcije (no to vodi
povecanju stupnjeva slobode)

Iz poznatih srednjih naprezanja po
elementu moguce je to€nije izracunati
distribuciju s obzirom da znamo kako
izgleda stvarna distribucija
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Zeli li se nesto toénije izraéunati distribucija naprezanja Z';S (S) duz elementa iz

poznatog srednjeg naprezanja z-ke , proracun se provodi prema izrazu:
XS

(c5()), = (%), =2 +7,,(s)

le

-E°-S_(s)-RN® ke _ 1
_9 -(5) =~ [z, (s)ds
le S - B 1y e ly
El,-t°-RS ]
&
0.-E°-S (s)-RN* W1
= 4 7. =— | 7,.(s)ds
TIZ (S) - e e 1z le 1z
E]y * t ¢ RS 0
S, S, stati¢ki momenti tromosti
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Proradun smiénih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konaénih elemenata

s Sy staticki momenti se dobiju iz izraza:

5.5)= [ ()1 RS s =1 RS* - [| 3 5,2
0 0
K K Z-—Zl-
S,(s)= [ z.(s))-1° - RS°ds, =¢°-RS* - | 2ok s
0 0
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Prorac¢un smic¢nih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom kona€nih elemenata

Sredivanjem izraza na prethodna dva slidea dobije se:

(r;(s))y (Tff)y _l]i 0,-E .SZ(S).R]\/?dSJr Q,-E°-S.(s)-RN*

Iy EI,-t°-RS* EI,-t°-RS°

"0 -E°-S (s)-RN® -E°-S (s5)-RN*
) =(es) - L[EE SO R 0 F S0
WA Yo I°y EL -t°-RS EI, -t -RS°

2

EIl, |3

(T;(S))y _ Q_V .|:Ge .B” - _M. (E.(yic +%yﬂ,J—yw 'S_(yjc _yic)' ;le ]j|

2
. .+ _. E°-RN° (I 1 s
sz(s)z:Qz. G B 'uy_ TS Zic+_Zyc _Zic's_ ch_Zic ’ e
EI, |3 2 21
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Distribucija smi€nih naprezanja za silu koja ne djeluje kroz centar smika
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Prorac¢un polozaja centra smika (torzije)

Smiéna naprezanja drze u ravnotezi popreé¢nu silu koja djeluje u tom

presjeku (ona ih upravo i uzrokuje)

U opcéenitom slucaju poprecna sila i rezultanta smic¢nih sila u presjeku
daju spreg sila koji proizvodi torzioni moment pa dolazi do uvijanja

nosaca

Samo ako poprecna sila prolazi kroz jednu odredenu tocku koja se zove
centar smika, postoji samo posmak presjeka, a ne i njegovo zakretanje

Polozaj centra smika SC odreduje se iz uvjeta jednakosti momenta

poprecne sile i smi¢nih naprezanja za bilo koju to¢ku presjeka
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Prorac¢un polozaja centra smika (torzije)

1 y

Ofc -3 By . cost-a)
~Y)
0.=L 0,=1 / 2
Vie ]
z, sin(~a)=—z, sin(ar) e sin(~ 0‘)$
Y cos(=a)=, cos(a) e .

y, z osi koordinatnog sustava

e __ e _ . e
dc = Vie COS(OC ) Zic SlIl(O[ ) kroz neutralne osi popreénog presjeka
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Prorac¢un polozaja centra smika (torzije)

Centar smika (torzije) u odnosu na neutralne osi presjeka Y., Z.:

.
Zer = 2| [ (@) 0 1S ds |- RS
e o

d¢ udaljenost elementa od sjecista neutralnih osi (mjereno po normali na element)
c

e __ . e e
d;=z,sina‘ -y, cosa
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smiénih
naprezanja

Kod izvoda formule za normalna naprezanja pretpostavljeno je da se
poprecni presjeci zakrecu, ali da ostaju ravni

Ta pretpostavka je ostvarena samo ako nema popreénih sila

Ako postoji poprecna sila onda se presjeci deformiraju i ne ostaju
ravni

Zbog toga ni normalna naprezanja nisu linearno raspodijeljena po
presjeku
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih
naprezanja
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smiénih
naprezanja

Ukoliko se Zeli uzeti u obzir aksijalna promjena polja pomaka u(x,s) te
opterecenje po duljini grede py(x), p,(x), model prikazan na
definicijskoj slici postaje nesto slozeniji.

Ukupna promjena polja naprezanja iznosi 10-15% nekorigiranih. Iz
tog razloga priblizno rjeSenje prema Lockwood-Tayloru daje za
praksu zadovoljavajuce rjeSenje.

Aproksimacija implicira 5 koraka:
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih
naprezanja

Koraci:

1. Proracéun nekorigiranih smiénih i normalnih naprezanja,

2. Proracun promjene polja pomaka iz relativnih deformacija na bazi
koraka 1.,

3. Proracun korekcionih normalnih naprezanja ch na bazi polja
pomaka iz koraka 2.,

4. Proracun korekcionog momenta savijanja M¢ na bazi
neuravnotezenih normalnih naprezanja G°, iz koraka 3.,

5. Proracun ukupne korekcije normalnih naprezanja GCTX implicira
sumiranje 6%, i linearno promjenjivih naprezanja uzrokovanih

korekcionim momentom savijanja Mc : .

cT ¢ M
O, =0, + 0 N
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smiénih
naprezanja

1.Nekorigirana raspodjela:

- M
(0,). = RN*- L E*-y

. M
(0,), =RN- L E .7 .
El,

El, e’

(%) =G*-B" -u

(Tke)y —G°B" .u‘:

xs z?

Yier Zic koordinate ¢vora i,
i broj évorova: i=1 ... m,
e broj elemenata: e=1 ...n.
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih
naprezanja
2.Promjena polja pomaka po x za ¢vor i npr. kod savijanja presjeka

S|metr|cnog oko osi y odnosno z:

R [ EL L P

y y

ai, (s)

i I
% Z:%}[%dsz—jQ( x) ds__py (z LTZC)

éQy:_p’ @:_pz,
X g X

Integral predstavija relativan pomak ¢vorova u odnosu na pomak ¢vora na

neutralnoj osi presjeka 1| ‘kod savijanja oko osi y odnosno z jedini¢nim
optereéenjem Q,=1i Qy =1.
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smiénih
naprezanja

3.Korekcija za normalna naprezanja GCX u ¢voru i elementa e glasi:

(0¢) =Ee=E°

——E°.p, (@ —i) RN*

(o0} ~Ee=E¢

D |
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih
naprezanja

4.Korekcijski moment savijanja M ¢ glasi:
1
c C e
M, = ZI(GX(S))y -z,(s)-t°ds
e 0

ME =Y [(o5(s)). - y.(s) 1ds

o:6)=(o7) +lot) o) | =
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smiénih
naprezanja

5.Ukupne korekcije normalnih naprezanja za ¢vor i glase:

za savijanje oko osiy

Zic

EI,

MSEC—E¢-p_ (il —u’)

y y

() =rNe
y
za savijanje oko osi z

R
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smi¢nih
naprezanja

6.Priblizna vrijednost normalnih naprezanja, za istovremeno savijanje oko
obje osi, za ¢vor i:

ol = RNE~2472E6~)/,~C+(GXCT1 + RNE'%EE'Z. +(GXCTX}

VA Y
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