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Opterecenje krila zrakoplova

net loading
—qv)=L(y) - Ngm'(y)

T aero loading
' ' —L ’[1',"

. —=Ngm'(y)
gravity + mnertial
loading
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Progib (Sagg) / Pregib (HogQ)

b Tk
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Opterecenje broda
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Proracun normalnih naprezanja kod savijanja

Normalna naprezanja vitkih stapova racunaju se pod pretpostavkom
Cistog savijanja tj. zanemaruje se promjena momenta savijanja
odnosno postojanje poprecne sile i smi¢nih naprezanja

Bernulijeva hipoteza:
Kod savijanja pojedini presjeci se ne deformiraju nego se samo
zakrecu,
|z toga proizlazi linearna distribucija deformacija

U linearnom elasticnom podrucju i linearna distribucija naprezanja

Buduci da se donja vlakna nosaca rastezu a gornja tlaCe, mora
postojati jedan sloj u kojem vlakna ne mjenjaju duljinu

To je tzv. neutralni sloj koji se na nacrtu projicira na neutralnu liniju

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010.
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Proracun normalnih naprezanja kod savijanja

|z uvijeta ravnoteze:

ZFX:O; .GdiZO

A
0 * Neutralna linija
> M =0; o, dA-z=M .
o prolazi kroz teziste
A

Iz prvog uvijeta dobije se:

IEsz:O; = EJZdAzO; =
A

A

|z drugog uvijeta dobije se:

E E E
2 . .
[Sz%dA=M; —> =M; = I, =M
A R R Moment inercije
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Proracun normalnih naprezanja kod savijanja

Bududi da je

) EIy:M —» GX:I_Z,
y

_9%. E M
Z

E_
R

Maksimalna naprezanja nastaju u krajnjim vlaknima kad je z= e ili z= ¢y,
pa ako oznac¢imo:

X0 W Wd

Moment otpora
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Distribucija normalnih naprezanja kod savijanja

+fr'
M L
Centroid
i
M
f—p— ==t === === B --=-==- M
Centroid i
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja
— M M+dM |
S TN-——— ////// NedN \ -7/ 6+de
- KRR ~—dl i
I-.—-——-r--d—x--—-—-
Ravnoteza promatranog sloja

N-+dN-N-dT =0

g

N = [odz-t, N+d|\|:efa+da)dz t;

t: dT =7 -tdx
[(c+do)dz-t—[otz t=7tdx

Cvrstoca broda / Cvrstoca 1 pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja

Odnosno ako uvrstimo O.

& €

([ M +dM - M
j Z tdz-—j—ztdz:r-tdx
4 I y z Y
Iz gornje jednadzbe se dobiva da je smicho naprezanje:
dM 1 t
T = jtzdz d_M:Q Sy = | tzdz
dx |yt g dx z
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Distribucija smicnih naprezanja po simetricnom presjeku
Y

<l I,

| e

NA | %,F/

| NA
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Polje pomaka definirano standardnom teorijom grede ne omogucava
direktan proracun polja smicnih naprezanja iz definicijskih jednadzbi
teorije elasticnosti.

Uvodenjem dodatnog korekcionog polja pomaka (deplanacija
presjeka), moguce je totalnu potencijalnu energiju, prema prosirenoj
teoriji grede, izraziti u ovisnosti 0 osnovnim parametrima primarnog
polja (pomaci i kutovi zaokreta) te parametrima dodatnog polja.

Minimizacija totalne potencijalne energije sustava omogucuje
odredivanje svih nepoznatih parametara

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010. 15



Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke

metodom konacnih elemenata
A A o=
Y P
P, u; ~u; i=3
j=2
>/ »’/
M s
p |/ AQ // i \\\ p
X \\\} , v‘/ x+Dx A
S1 4&»\82
» A 4
X Z

u,(X,y,z) -dodatno polje pomaka u aksijalnom smjeru
Py | Px.ax - Opterecenja jednaka naprezanjima uzrokovanim momentima

savijanja M(x) 1 M(x+AXx)
Cetvrtak 19. ozujak 2010.
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Dodatno polje pomaka u aksijalnom smjeru

U, (X, ,2) > U(s) =@=

funkcija oblika €évorni pomaci

Relativne deformacije (¢ se svodi nay,,):

8—)7/XS:%:BTU(§: —I—e I—e
]

Naprezanja ( o se svodi hat,,):

c—>r, =G’ =RS-G°B'U°

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010. 17



Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Opaska:

\

]
5 Sl g v (1)
LA A 0s 1 |

J

Z
_|
I
N
|
g

funkcija oblika prva derivacija funkcije oblika
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Opterecenje (uz zanemarenje upliva p, , p, na duljini 4x) ako su
osi x i y glavne osi inercije (napomena . Py = GX)

F(S) = Py (X+AX, 8)s, = Py (X, S)s; = AP, = %px -AX= Py - AX
. ,

7
F(s) + -E°-RN* - AX
03(_ st . e
Yo (s) z.(s) oM
F = _ ~c . —
” El, Po = El, | Q= OX

F(s)=|F,-Q, +F, -Q, |- E°-RN®-Ax

Cvrstoéa broda / Cvrstoca i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010.
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Yer Z, koordinate toCke mjerene u odnosu na koordinatni

sustav s ishodiStem u sjeciStu neutralnih osi presjeka:

Yo(S) = Yie +S-sina”
ZC
z.(s)=z_ +s-cosa’ Z,
o’ kut nagiba elementa prema osi Z: y
at = /(s,2) J
Yic » Zic koordinate cvorai elementa e. Yo

Z

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010. 20



Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Totalna potencijalna energija:

7T=U-W :j%GTst W
V

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010. 21



Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Rad unutrasnjih sila na elementu:
e 1 epl,,.e\NTpT,,e
U :IE(RS-GBU) BTudV
Ve

U°® = ERS .G°u®'B B'u®dV
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Rad vanjskih sila na elementu :

We = j F(s)u(s)dS
Se
.
We =t -er(s)ueTNds
0

We _ ueTI:e
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Totalna potencijalna energija za sustav od n elemenata:

I = Zn:He —~ Zn: AxiueTKeue —u®'F*

2
T — .
ut’ évorni pomaci elementa e: us' = {ui Uj}-
K& matrica krutosti elementa e: K RS Ge IBBTdS
F¢ vektor opterec¢enja elementa e: — t j F (S) Nds
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Ukoliko se sumiranje provede po svim elementima, a pomaci i opterecenja

se sortiraju u globalne vektore pomaka u i sila F

IT = AX - %UTKU —Uu'F

U globalni vektor pomaka sustava

K globalna matrica krutosti sustava

F globalni vektor pomaka sustava
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Minimizacija totalne potencijalne energije daje onoliko jednadzbi koliko

ima nepoznatih pomaka u:

oll =0—|KuU

1
-
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Prema ve¢ danoj formuli matrica krutosti elementa je definirana kao:
Ie
-
K®=t°-RS*-G*- [BBds
0

Za predlozenu linearnu raspodjelu pomaka po linijskom
elementu, matrica krutosti elementa:

i T
|\|T:<1_i Sl —p BT:ﬁx_le 1e>
¢ |° oS = |

S & J

G®-t*-RS®| 1 -1
|© -1 1

K® =
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Opaska: . .
R R i

1) 1 1 1 1 ) )
—— _Ie K Iez Iez _ 1 1 =1

BB = 1|> B _( 1 (1) (FPl-1 1.
Ik NOAG

'e L1 [1 -1 1[1 -1

!BBTds:I (|e)2_—1 1__|_e__1 L
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Vektor opterecenja elementa e:

|e
Fe :te-IFe(s)Nds
0

NTz{l—i i}
DT

F(S):[Fsz -Qy + Fyy 'Qz]'Ee'RNe -AX;

y.(S) =Yy, +S-Siha"; z.(S)=1z,.+S-cosa’;
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Vektor opterec¢enja elementa za savijanje oko osi z:

e e e | -+
E-Q, (x)t*-RN® |75 6

F, (%) =Q,(x)- K, (x) = e e o
El, y.-1° 1% sin &
_|_
. 2 3
Vektor opterecenja elementa za savijanje oko osi y:
r 9 N
Z,.-1° . 1® sin a”
— E°-Q,(x)-t°-RN°®
F()=0Q,09-Fr =t 2L 2 6
El z.-1° 1°"sin a®
Y ic i
L 2 3
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Globalni problem za savijanje oko osi z iy, prema tome glasi:

Ku,
Ku,

T
11 TI

y
K globalna matrica krutosti sustava
u globalni vektor pomaka sustava u, = QZ (X) .Uy u, = Qy (X) U,
F globalni vektor pomaka sustava Fy = QZ . Fy |:Z = Qy . |:Z
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Ocito je da je dovoljno provesti proracune:

A
=
]

—

KU, =F,

s jedini€nom vrijednoscéu poprecnih sila ( Q:]. ), te potom za svaku vrijednost
poprecnih sila izvrsiti proracun pomaka

u, =Q,(x)-U,
u, :Qy(x)°Uz
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Smic¢na naprezanja, konstantna po elementu, racunaju se prema izrazu:

(T)l::)y:GerBTUZe:G Qy{—l 1}< ui>

(re). =6°-Q, BT Uy === -1 1

<
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke

metodom konacnih elemenata

Stvarna distribucija smi€énih naprezanja
po dijelu konstrukcije je paraboli¢na

Smi€na naprezanja, izracunata ovom
metodom su konstantna po elementu,

Povecavanjem broja elemenata moze
se dobiti to€nija distribucija naprezanja
po dijelu konstrukcije (no to vodi
povecéanju stupnjeva slobode)

|z poznatih srednjih naprezanja po
elementu moguce je toc€nije izraCunati
distribuciju s obzirom da znamo kako
izgleda stvarna distribucija

Cvrstoéa broda / Cvrstoca i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Zeli li se nesto toénije izraunati distribucija naprezanja Z'ES (S) duz elementa iz
ke
XS

() =), - + 2,6

poznatog srednjeg naprezanja 7~ , proracun se provodi prema izrazu:

Ie
Q,-E®-S,(s)-RN° e _ 1
. (s) = 7 T, =— | 7y, (S)ds
y () El, -t°-RS* Co ! y
.E®-S (s)-RN°® o1
7,,(S) = Q; y( ) lez =—ejflz (s)ds
Ely’te'RSe I 0
S,., S, staticki momenti tromosti
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

S,, S, statiCki momenti se dobiju iz izraza:
S S Y=V
SZ(S) :jyc(sl)°te ' RSedsl =t"-RS® j Yie 75 Jle | dsl
0 0

S e e & e S Zj_zi
Sy(s):jzc(sl)-t -RS"ds, =t" - RS _[ Zic+51'|—e S,
0

0
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Proracun smicnih naprezanja kod savijanja za slozene presjeke
metodom konacnih elemenata

Sredivanjem izraza na prethodna dva slidea dobije se:

ds +

El, -t°-RS® El, -t°-RS®

(¢ (S)) (¢ )—1IEQV°E6'82(3)'RNG Q,-E°-S,(s)-RN°
XS XSy Ie

1'.Q,-E*-S (s)-RN®  Q,-E®-S (s)-RN°®
F29), = (%), o —ds+ T
| El, -t*-RS El, -t*-RS
e . . _. E°®-RN® (I° 1 s2 )
(sz(s))y:Qy'|:G °BT°uz_ El °(3'(yic+§yycj_ym (yJC yic)°2|e]
Z _

Gt .BT.g° E¢-RN® (I° 1 s*
(XS(S)) Q |: -B 'Uy— ElY °[3°(Zic+§zycj_zic'S_(ch_zic)'2|e]i|
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Distribucija smic€nih naprezanja za silu koja ne djeluje kroz centar smika

Y
W
£ T=VWVe
| | = e
Shear Center | = 2| memm==a- % - A + +
shear stress disttibution due to V through the shear center shear stress disttibution due to T
I |
------- i IR N Y T :’EAI ;T
/-'. e N due to % N& dneto T
Tma:-c
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Proracun polozaja centra smika (torzije)

Smic€na naprezanja drze u ravnotezi poprecnu silu koja djeluje u tom

presjeku (onaih upravo i uzrokuje)

U opcenitom slu€aju poprecna sila i rezultanta smicnih sila u presjeku
daju spreg sila koji proizvodi torzioni moment pa dolazi do uvijanja
nosaca

Samo ako poprecna sila prolazi kroz jednu odredenu tocku koja se zove

centar smika, postoji samo posmak presjeka, a ne i njegovo zakretanje

Polozaj centra smika SC odreduje se iz uvjeta jednakosti momenta
poprecne sile i smi¢nih naprezanja za bilo koju toCku presjeka
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Proracun polozaja centra smika (torzije)

© P y
Quber =X| [(z2)|t* {a]ds |-Rs®
e _0 |

QFcr =X | @) trtdg-ds [-RS® | g et

e — & - :
| 0 ) dc i —0(/
=1 =1 €
QZ Qy - ¢ yic J
2 sin(-a)=—z,sin(a) Zesin(-a) |
Vi COS(— )= ¥, cos(a) o -

y, Z 0Si koordinatnog sustava

d. =Y. cos(ae)— Z,. Sin (ae)

kroz neutralne osi poprec¢nog presjeka
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Proracun polozaja centra smika (torzije)

Centar smika (torzije) u odnosu na neutralne osi presjeka Y., Z-r

©
Yer :Z J'(Tis)szfte -d; -ds
0

Ie
J‘(Tis)Qy:l -t df -ds
0

-RS*®

-RS*®

dce udaljenost elementa od sjeciSta neutralnih osi (mjereno po normali na element)

£ . & €
d, =z.Sna -y, Ccosa
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Kod izvoda formule za normalna naprezanja pretpostavljeno je da se
poprecni presjeci zakrecu, ali da ostaju ravni

Ta pretpostavka je ostvarena samo ako nema poprecnih sila

Ako postoji poprecna sila onda se presjeci deformiraju i ne ostaju
ravni

Zbog toga ni normalna naprezanja nisu linearno raspodijeljena po
presjeku
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

donyr
pojas

gornji
poyas

B
dz —

struk |

N.L,

_ dx

Cvrstoéa broda / Cvrstoca i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Ukoliko se zeli uzeti u obzir aksijalna promjena polja pomaka u(x,s) te
opterecenje po duljini grede p, (x), p,(x), model prikazan na
definicijskoj slici postaje nesto slozeniji.

Ukupna promjena polja naprezanja iznosi 10-15% nekorigiranih. Iz
tog razloga priblizno rjeSenje prema Lockwood-Tayloru daje za
praksu zadovoljavajuce rjesenje.

Aproksimacija implicira 5 koraka:
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Koraci:

Proracun nekorigiranih smi¢nih i normalnih naprezanja,
Proracun promjene polja pomaka iz relativnih deformacija na bazi
koraka 1.,

Proracun korekcionih normalnih naprezanja GCX na bazi polja
pomaka iz koraka 2.,

Proracun korekcionog momenta savijanja M¢ na bazi
neuravnotezenih normalnih naprezanja GCX iz koraka 3.,

Proracun ukupne korekcije normalnih naprezanja o7

w implicira
sumiranje GCXi linearno promjenjivih naprezanja uzrokovanih
korekcionim momentom savijanja M¢ : .

MC

X

cT

. C
o, =0, +0
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Nekorigirana raspodjela:

| M - M
o) =RN® —YE¢.7 - o) =RN¢.—ZE°.y
( x)y EIY IC ( y)z EIZ yIC
(c), =G*-BT-ut; (), =G° B -u;
Yie s Zic koordinate ¢vora i,

i broj évorova: i=1...m,
e broj elemenata: e =1 ...n.
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Promjena polja pomaka po x za ¢évor i npr. kod savijanja presjeka

simetrichog oko osi y odnosno z:
I

2] 2% —}Q“Oﬁ;s(s)d*—pz-(ﬁ;—ﬁs)

&), A

% :;f?; :—IQ (x)ms)ds——py~(ﬁz‘—@°)
@y_ . @z:_p-

x &

Integral predstavlja relativan pomak ¢vorova u odnosu na pomak ¢vora na
neutralnoj osi presjeka Uckod savijanja oko osi y odnosno z jedini¢cnim
opterecenjem Q, = 1 Q=1
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Korekcija za normalna naprezanja GCX u ¢voru i elementa e glasi:

e ﬁJ e — | —C €
(0¢) =Ee=E o y:—E p, (@ —u)-RN
SR )

Cvrstoéa broda / Cvrstoéa i pouzdanost zrakoplovnih konstrukcija Cetvrtak 19. ozujak 2010. 48



Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Korekcijski moment savijanja M ¢ glasi:
|e
C C e
M2 =3 [(o(s)), - 2.(s) t°ds
e 0

ME =Y [(02(9)), - o (s)-tods

o5 (s)=(07) +[(0§)i ~(o1) llie
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Ukupne korekcije normalnih naprezanja za cvor i glase:

za savijanje oko osi y

Zi(:
El,

(0,7 ) =RN®| B MBS E° - p, (T —T°)

za savijanje oko osi z

0.7 =R|\|9-_Ey|">Z MS-ES—E°p, (@ -f)
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Korekcija normalnih naprezanja u presjeku uslijed utjecaja smicnih
naprezanja

Priblizna vrijednost normalnih naprezanja, za istovremeno savijanje oko

obje osi, za ¢vor |i:

ey +(0 ), |+ RNE.
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