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Zadatak 1. (30 bodova) Dinamika linearnog vremenski kontinuiranog sustava opisana je

sljede¢im diferencijalnim jednadzbama
Zl(t) + Zl(t) - 621(t) + Zz(t) = Uy (t),

pri Cemu su u; i up ulazne varijable sustava. Zapisite dinamiku sustava u obliku prostora stanja

ako je izlazna varijabla y = 221 + 2».

Zadatak 2. (35 bodova) Dinamika linearnog vremenski kontinuiranog sustava opisana je u

prostoru stanja sljede¢om matricnom formom
X =Ax+v,

gdje je x vektor varijabli stanja, a v je realni vektor konstanti. Neka za matricu koeficijenata
A € R™" yrijedi A2 = A.

a) Izvedite eksplicitni izraz za eksponencijalnu matricu e??.
b) Pokazite da je opée rjesenje sustava u slucaju kada su pocetni uvjeti jednaki nuli oblika

x(t) = [Ale" = 1) +t(I—A)]v,

pri cemu je I jedini¢na matrica.

NAPOMENA': Matrica A je singularna osim u slucaju jedini¢ne matrice.

Zadatak 3. (35 bodova) Linearni vremenski kontinuirani sustav opisan je matricama u

prostoru stanja

01 0 0
A=loo 1], B=| 1|, C:[b 1 a], D—o,
00 —2 a+b

gdje su A matrica koeficijenata, B matrica ulaza, C matrica izlaza i D matrica prijenosa. Na
osnovu kanonske forme sustava, tj. primjenom modalne analize, odredite za koje kombinacije
vrijednosti parametara a i b sustav nema potpuno: a) upravljiva stanja, b) osmotriva stanja.

NAPOMENA: Tamo gdje je potrebno, inverz matrice racunajte primjenom

Cayley-Hamiltonovog teorema.



RJESENJA

Zadatak 1.

Mozemo na primjer uvesti sljedec¢e supstitucije

il 2214‘21,
To = 21,
T3 = Zg — 22 — Uy,

Ty = Zg,
na osnovu kojih dobivamo jednadzbe stanja

$1:621—22+U1:6$2—$4+U1,
Ty =T1 — 21 = X1 — T2,
T3 = —321 + Uy = =3y + Uy,

$4:I3+ZQ+U1=I'3+ZE4+U1,

i jednadzbu izlaza

Y =2z + 20 = 200 + x3 + T4 + uy.

U matricnom zapisu prostor stanja je

iy 0 6 0 —17 [, 10
j:2_1—100x2+00
izl [0 =30 0 |z3 0 1
i‘4 0 0 1 1 Ty 10_
Ty
yz[oz 1 1} = +[1 0}[“1.
T3 (%)
Ty



Zadatak 2.

a) Funkciju e??

mozemo razviti u Taylorov red

Z%AKJ+M+|M+|M+ M

2 3 4]

Za matricu A vrijedi sljedece (idempotentna matrica)

A=A,
A% = A2A = AA = A2 = A,
At = ASA = AA = A2 = A,

tako da Taylorov razvoj matri¢cnog eksponencijala postaje

2 3 t4
A T4 A4l A+yA+ —A+.
t2 B3
:I+G+2H7“+@+ )A

Buduéi da je e =1+t + 152—2, + 3—3, + 2—4! + ... dio gornjeg izraza u zagradi jednak je e! — 1 §to znaci

da je eksplicitni izraz za eksponencijalnu matricu
A =T+ (e —1)A.
b) Opce rjesenje nehomogenog linearnog vremenski kontinuiranog sustava je
t
x(t) = eAx —i—/ ATy dr.
0

Buduci da su pocetni uvjeti jednaki nuli imamo sljedece

t t
x(t) = / eATvdr = eAt/ e ATdr - v.
0 0

t t 2 3 4
/a“mz/ L4A+Lﬁ—lﬁ+1M—H.M:
; ; 3] A1

2

_R——A _M——A3 Aﬁ
+ 3 + g :

Nadalje,

i uzimajuéi u obzir da je matrica A idempotentna

t 2 43 44 45
t t t t
—AT _ N o
/0 e dr =1t (2' i 4‘ =] + . )A.
Buduéidajee® =1—1t+ 2—2, — g—s, + % — ... dio gornjeg izraza u zagradi jednak je e™* — 1 +¢
iz cega slijedi
t
/ e Adr =Tt + (1 —t— e_t) A.
0

3



Sada je opce rjesenje

x(t) = II + (' —1)A] -lIt +(1—-t—e7) Al-v.

~
At t__A
e Jo e ATdr

Pojednostavljivanjem (npr. sve pomnoziti i traziti zajednicke faktore) gornjeg izraza i ponovo

uzimajuéi u obzir da je matrica A idempotentna dobiva se

x(t)=[Ae" = 1)+t (I - A)]v.



Zadatak 3.
Svojstvene vrijednosti matrice A su Ay = —2, Ay = A3 = 0.

Buduéi da je matrica A u Frobeniusovoj formi za modalnu matricu mozemo izabrati

1 1 0 1 1
P: )\1 )\2 1 = [-2 O
222 2), 4 0

Inverz matrice P potrebno je izrac¢unati primjenom Cayley-Hamiltonovog teorema

p(A) = det(\I —P) = A3 — A2 + 2\ — 4,
p(P)=P> - P>+ 2P — 41 = 0.

Kada gornji izraz pomnozimo s P~! dobivamo

PN

Pl=— (PP—P+2I) =

=

1
4

o = o
—_ o o
|

N =

Sada mozemo izrac¢unati transformirane matrice sustava

-2 00
A=P'AP=1|0 0 1},
0 0 0

S

2

atb

4

B=P 'B=| =
1+a+b

C=CP=|4a+b—-2 D 1

Uvjet potpune upravljivosti stanja je da matrica B nema niti jedan nul-redak iz ¢ega slijedi
da sustav nema potpuno upravljiva stanja za sljede¢e kombinacije parametara: a = —b ili
a=—2-0.

Uvjet potpune osmotrivosti stanja je da matrica C nema niti jedan nul-stupac iz cega slijedi
da sustav nema potpuno osmotriva stanja za sljede¢e kombinacije parametara: b = 2 — 4a ili
b=0.



