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Uvod

Uvod

o Linearna algebra je dio matematike koji se bavi vektorskim prostorima i linearnim
preslikavanjima/transformacijama (funkcijama/operatorima).

o Linearna algebra je nuZna za razumijevanje i osnovni alat u gotovo svim matemati¢kim
disciplinama, a izvoriste joj je u rjeSavanju linearnih jednadzbi.

o Ima klju€nu ulogu u gotovo svim znanostima koje koriste matematiku:

o inZenjerstvo i tehni¢ke znanosti: teorija grafova, automatsko upravljanje, mehanika
kontinuuma (kona&ni elementi), elektrotehnika, obrada slika/signala, kodiranje,
itd.,

o prirodne znanosti i ekonomija, tj. oplenito gdje je potrebna obrada velikog broja
podataka,

o optimizacija: inZenjerstvo, financije, ekonomija, itd.
o Nelinearni problem kojeg nije moguce direktno ili eksplicitno rijesiti nastoji se

linearizirati, tj. aproksimirati nekim linearnim problemom koji se zatim rjeSava
metodama linearne algebre.
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

Jednakost matrica

o Matrica A dimenzije n X m je jednaka matrici B dimenzije p x ¢ ako vrijedin =p i
m=qi
aij:bij, i=1,2,...,n7j:1,2,...,m.

U tom sluéaju pisemo
A =B.

o U MATLABuU vrlo jednostavno:
>> A ==
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

/brajanje matrica

o Neka je A € R™*™ i B € RP*9. Ako je n = p i m = ¢ onda matricu C € R"*"™ s
elementima
cij=a;; +bi;, 1=1,2,...,n, 7=1,2,...,m.,

zovemo zbrojem ili sumom matrica A i B i pisemo

C=A+B.

o U MATLABU vrlo jednostavno:
> C=A+B
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

UmnoZak matrice sa skalarom

o Ako je A € R"*™ j ¢ € R, onda matricu D € R"*™ s elementima
dij:caij, i:172,...7n,j:1,2,...7m.,

zovemo umnozZak matrice A sa skalarom ¢ i oznatavamo

D=cA.
o U MATLABU vrlo jednostavno:
>> D = c*A
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

UmnoZak matrica

o Neka je A € R"™*™ i B € R™*P, umnozak ili produkt matrica A i B je matrica
C=ABecR"?

&iji su elementi odredeni formulom

m
Cij = @31 b1j + iz boj + aiz bgj + ...+ Qi by = E aik bij,
k=1

o U MATLABu vrlo jednostavno:
>> C = AxB
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

Transponiranje matrica

o Neka je A € R™*". Matrica AT se naziva transponirana matrica matrici A, ako je
svaki redak od AT jednak odgovarajuéem stupcu matrice A. Prema tome,
transponiranu matricu dobivamo tako da stupce (retke) matrice zamijenimo njenim
retcima (stupcima). Ako je

aix  aiz -+ Qin aip a1 -t Qml

a1 A2 -+ A2pn . T a1 a2 . Gm2
A= . ) i ondaje A" =

Am1 Am?2 tee Amn A1n Aan tee Amn

o Neka je Z € C™*"™ i Z =71 + iZ>, pri &emu su Zy, Zo € R™*™, Tada se
Z = 7, — iZ5 naziva kompleksno konjugirana matrica i oznacava sa Z. Kompleksno
transponirana ili hermitski adjungirana matrica Z je matrica Z* = ZT —iZ7.

o U MATLABUu operaciju transponiranja matrice mozemo provesti na sljede¢e nadine:
>> A’ - transponiranje i kompleksna konjugacija (ili primjenom ugradene funkcije
ctranspose(A)),
>> A.’ - transponiranje bez kompleksne konjugacije (ili primjenom ugradene funkcije
transpose(4)).
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

Potencije matrica

o Ako je A kvadratna matrica dimenzije n X n onda je
A’ =1,.

Takoder vrijedi sljedeée
AP=AA .. A.
—_——
p puta

Za potenciranje kvadratnih matrica vrijedi svojstvo asocijativnosti, npr.
A =AAA=AA*=A’A.

Za nenegativne cijele brojeve 7 i s lako se pokaZe da vrijedi
A"AS = A" (A7) = A"

o U MATLABu vrlo jednostavno:
>> Ap
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

Posebne matrice

U linearnoj algebri postoje neke posebne vrste matrica, a najée$ée se upotrebljavaju:
o nul-matrica kojoj su svi elementi nule, tj. a;; =0 (u MATLAB-u: zeros()),
o matrica jedinica kojoj su svi elementi jedinice, tj a;; = 1 (u MATLAB-u: ones()),

o dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan glavne dijagonale
jednaki nuli, tj. a;; =0 ako i # 7, Vi,j € {1, 2, ..., n} (u MATLAB-u: diag()),

o jedini¢na matrica je kvadratna matrica koja ima jedinice na glavnoj dijagonali, dok su
ostali elementi nule. Obi¢no se oznalava s I,, gdje indeks n oznacava dimenziju matrice
(u MATLAB-u: eye()).
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Osnovne operacije matri¢ne algebre

Skalarni i vektorski produkt

o Skalarni produkt (engl. dot product, inner product) dva vektora u prostoru R™ (C™)
definiran je sljede¢im izrazima

n n
xly = leyz eR i x'y= Zilyl e C.
i=1 =1
o U Euklidskom prostoru skalarni produkt jednak je:
x'y = [[x]| - ly]| - cos(8).
o Vektorski produkt (engl. cross product, vector product) dva vektora je takvo mnoZenje
koje kao rezultat daje opet vektor:

T2Y3 — T3Y2
XXy = |T3Yy1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

o Vektorski produkt posebnost trodimenzionalnog Euklidskog prostora. Geometrijska
interpretacija:
x>yl =[xl - [yl - sin(6).

o Za ratunanje skalarnog i vektorskog produkta u MATLABuU postoje ugradene funkcije:
dot () i cross().
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Determinanta, rang i inverz matrice

Determinanta matrice

o Determinanta je funkcija definirana na skupu svih kvadratnih matrica, a poprima
vrijednosti iz skupa skalara.

o Determinanta matrice definira se induktivno, tj. determinanta matrice n-tog reda
definira se pomo¢u determinante matrice (n — 1)-og reda.

o Laplaceova formula: Neka su a;; elementi kvadratne matrice i neka je M;; = |A;j]
determinata matrice pomicanjem u lijevo i-tog retka i j-tog stupca. Tada za fiksirani

redak ¢ o
A = (-1 ay; My,
J
gdje se M; ; naziva minor matrice A, dok se izraz Cj; = (fl)i“ M;; naziva kofaktor.

o Za ratunanje determinante matrice u MATLABu postoji ugradena funkcija: det ().
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Determinanta, rang i inverz matrice

Rang matrice

o Linearno nezavisni vektori. Za skup od m vektora x; za i = 1,2,...,m koji imaju n
elemenata, tj. x; = [z1; 22 - a:m]T kaZemo da je linearno nezavisan ako ne postoji
skup konstanti k1, ko ,..., k., (od kojih je barem jedna razli¢ita od nule) takav da

k1X1 + k'2x2 + -+ kmxm =0

o Ako postoje konstante ky, k2 ,..., kn, (od kojih je barem jedna razlitita od nule) takve
da je gornji izraz zadovoljen, tada kazemo da su vektori x; zai =1,2,...,m, linearno
zavisni.

o Vektori x; za i =1,2,...,m, mogu biti linearno nezavisni samo ako je broj vektora m
manji ili jednak dimenziji vektorskog prostora n, odnosno m < n.
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Determinanta, rang i inverz matrice

o Rang matrice. Formirajmo matricu &iji su stupci jednaki vektorima x; za

1=1,2,....m
r11 Ti12 o Tim
T21 X22 - T2m
X:[xl X9 xm]: , m<n
Tnl Tn2 Tnm

o KaZemo da matrica X ima rang r ako ima r linearno nezavisnih stupaca, odnosno
vektora x; zai=1,2,...,m.

o Na ovaj nalin je ispitivanje linearne nezavisnosti vektora ekvivalentno ispitivanju ranga
matrice. Stoga, da bi skup vektora x; za ¢ = 1,2,...,m, bio linearno nezavisan, rang
matrice X mora biti jednak m.

o Za ralunanje ranga matrice u MATLABu postoji ugradena funkcija: rank().
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Determinanta, rang i inverz matrice

Inverz matrice

o Za kvadratnu matricu A dimenzije n x n, matrica B dimenzije n x n koja zadovoljava
uvjete
AB=1, i BA=1,,

zove se inverz matrice A i oznatava se sa B = A~!. Matrice za koje postoji inverz
obi¢no se nazivaju invertibilne, regularne ili nesingularne. Kvadratne matrice koje nisu
regularne nazivaju se singularne.

o NuZan i dovoljan uvjet da bi kvadratna matrica A dimenzije n X n bila nesingularna je
|A| # 0 = rank(A) = n, bududi da je

_ dj(A)
At =2
A
gdje je

T

Cii Ci2 -+ Cin

. Cor Cop -+ Oy i
adj(A)=1 . . . | Cy=(D)T My
Cnl Cn2 Cnn
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Determinanta, rang i inverz matrice

U nekim slu¢ajevima za pravokutne matrice mogudée je definirati tzv. poopéeni inverz.

Ako je matrica A dimenzije m X n i rank(A) = n tada matrica A ima lijevi inverz
At = (A*A)""A* odnosno ATA =1,

Ako je rank(A) = m tada matrica A ima desni inverz
At = A" (AA*)™" odnosno AAY =1,,.

Za ratunanje inverza matrice u MATLABu postoje ugradene funkcije: inv(), A™-1, \
(LU faktorizacija), pinv().
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Sustav linearnih algebarskih jednadzbi

Sustav linearnih algebarskih jednadzbi

o lzvoriste linearne algebre jest rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
a1171 + a2 + ...+ a1 Ty = by

a91T1 + aooxs + ... + aspx, = by

Am1T1 + G222 + ... + ApTn = bm,~

o Uvodenjem matrice sustava A € R™*", vektora rjeSenja x € R™ i vektora desne strane
sustava b € R™,

a11 a2 aiz - QAln T by

a1 G2 Q23 -+ Q2g T2 bo
A= . : : S, o x=1|.], b=]| .1,

Am1 Am2 Am3 e Amn Tn bm

sustav prelazi u matriéni problem
Ax =bh.

o Ako je matrica A kvadratna tj. m = n i punog ranga tada rjeSenje moZemo pisati kao
x=A"'b.
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Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

o Neka je A kvadratna matrica dimenzije n x n. Vektor x dimenzije n x 1, x # 0 je
vlastiti vektor od A ako postoji takav skalar A\ da je

Ax = Ax odnosno (A —-MA)x=0.
U tom slu€aju, A je vlastita vrijednost, a par (x, A) je vlastiti par matrice A.
o Navedeni sustav jednadZbi ima netrivijalno rjeSenje jedino ako vrijedi

|A — \I| = 0.

o Razvojem gornje determinante dobiva se polinom n-tog reda koji se naziva
karakteristi¢nim polinomom matrice A.

o Za rafunanje svojstvenih vrijednosti i vektora kao i za ratunanje karakteristi¢nog
polinoma matrice u MATLABu postoje ugradene funkcije: eig() i poly().
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Vektorske i matri¢ne norme

Vektorske i matri¢ne norme

o Norma realnog ili kompleksnog vektor x dimenzije n je funkcija || - || koja preslikava
vektorski prostor u prostor nenegativnih realnih brojeva. Najee¥Ce se koriste p-norme (ili
£, norme) definirane sljede¢im izrazom

1|y = (ZI%I”) , p=1

i=1

=

o Za p =1 dobivamo 1-normu (ili ¢; normu)

n
Ixfls = ) fail-
i=1

o Za p = 2 dobivamo 2-normu (ili £2 normu) ili Euklidsku normu

o Za p = oo dobivamo oco-normu (ili £o, normu)

Ix)loc = max [
1<i<n
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Vektorske i matri¢ne norme

o Matri¢ne norme moZemo dobiti kao operatorske (inducirane) norme iz odgovarajuéih
vektorskih normi koristenjem sljedeceg izraza

Al = max || Ax].

o Kada se u gornji izraz uvrste odgovarajuce vektorske norme, dobivaju se matri¢na
1-norma (ili maksimalna stup&ana norma)

m

[Ally = max Z\aul

1<j<n

matri¢na 2-norma (ili spektralna norma)

HAH2 =V )\mawy

gdje je Amax nNajveca svojstvena vrijednost matrice {A*A}, te matri€na co-norma (ili
maksimalna ret¢ana norma)

[Alloo = max Z\aul

1<i<m

o Za rafunanje vektorskih i matri¢nih normi u MATLABuU postoji ugradena funkcija:
norm().
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Primjeri

Pogledati prilozene M-datoteke
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