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Aproksimacija

APROKSIMACIJA

o Poznate su neke informacije o funkciji f na skupu X C R (naj¢esée interval oblika [a, b]
ili diskretni skup totaka) i na osnovu tih informacija Zelimo funkciju f zamijeniti nekom
drugom funkcijom ¢ na istom ili ve¢em skupu na nacin da su f i ¢ prema nekom
kriteriju bliske.

o Postoje dva glavna slu¢aja kada provodimo aproksimaciju:

o znamo funkciju f, ali je ona u formi kompliciranoj za radunanje - javlja se u raznim
numeri¢kim metodama,

o ne znamo funkciju f ve¢ npr. samo njezine vrijednosti na nekom diskretnom skupu
totaka - javlja se kod mjerenja nekih veli¢ina.

o Aproksimacijska funkcija ¢ u opéem slu¢aju ima sljedeéi oblik
QD(.’E) = SD(Z‘, ag, @1, ... 7am> .

o Prema ovisnosti o parametrima {ag, a1, ..., a.} aproksimacijske funkcije mogu biti
linearne i nelinearne.
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Aproksimacija Linearne aproksimacijske funkcije

Linearne aproksimacijske funkcije

o Opdi oblik linearne aproksimacijske funkcije:
m
p(r) = aipi(x).
i=0

o Najlesce koristeni vektorski prostori i baze:
o polinomi: p;(z) =%, i=0,1,...,m;
o trigonometrijski polinomi: ¢; € {1, cos(x), sin(x), cos(2x),sin(2z), ...};
o splajnovi: po dijelovima polinomi.

o Bududi da je funkcija ¢ linearno ovisna o parametrima {ag, a1, ..., an}, njihovo
odredivanje svodi se na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi ili rjeSavanje
linearnih optimizacijskih problema.
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Aproksimacija Nelinearne aproksimacijske funkcije

Nelinearne aproksimacijske funkcije

o Nelinearne aproksimacijske funkcije imaju nelinearnu ovisnost o parametrima.
o Najcesce koristeni vektorski prostori i baze:
o eksponencijalne:
o(x) = ape®® + a1 + ... 4 ape’n?,
gdje je broj nezavisnih parametara 2m + 2;

o racionalne: )
ag + a1r + asx® + ...+ apx™

plz) = bo + bix 4+ box?2 + ...+ by’

gdje je broj nezavisnih parametara m +n + 1.

o Odredivanje parametara svodi se na rjeSavanje sustava nelinearnih algebarskih jednadzbi
ili rjeSavanje nelinearnih optimizacijskih problema.
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Minimizacija pogreske

o Parametri aproksimacijske funkcije mogu se odrediti tako da se minimizira norma
(standardno se uzimaju Lo i Lo, norme) pogreske

o Za L5 normu traZe se parametri funkcije ¢ tako da bude

min le(z) |2

o U diskretnom slu€aju imamo minimizaciju sljedeceg izraza

> (flaw) - olar)).

k=0

o U kontinuiranom slu¢aju imamo minimizaciju sljedeceg izraza

b
¢/(ﬂ@—¢@”“m
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Anrekeimac [V TP
P! pog

Matri¢na formulacija linearnog problema najmanjih kvadrata

o Skup podataka (zy, fx) za k =0,1,2,...,n treba aproksimirati funkcijom

p(a) =Y aipi().
=0

©

Drugim rije¢ima, treba odrediti parametre ag, a1, ...a,, tako da je
n m 2
Z (fk - Zalgol(a:k)) —  min
k=0 i=0

o Uvedimo sljede¢e V = [vy;] = [pi(x)], a = [as], £ = [fx], &ime dobivamo sustav
linearnih algebarskih jednadZbi
Va=f.

©

Uobicajeno je n > m, pa imamo preodreden sustav linearnih jednadzbi koji ne mora
uvijek imati rjeSenje, tj. moze biti f — Va #£ 0.

©

~Najbolje” rjeSenje a je ,,najmanji" rezidual, tj. rjeSenje

min ||f — Va||? — Problem najmanjih kvadrata.
a
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Interpolacija

INTERPOLACIJA

o Najcesce se zahtjeva da aproksimacijska funkcija prolazi odredenim to¢kama tj. da
interpolira funkciju u tim to¢kama.

o Drugim rije¢ima, funkcije f i ¢ trebaju se podudarati na nekom kona&nom skupu to&aka
(&vorovi interpolacije), tj. mora vrijediti uvjet

o(xr) = f(or).

o lz uvjete interpolacije slijedi da je broj parametara funkcije ¢, koje treba odrediti, jednak
broju &vorova interpolacije.

o MoZe se zahtijevati da se u &vorovima, osim funkcijskih vrijednosti, poklapaju i
vrijednosti njihovih derivacija.
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Interpolacija Polinomna interpolacija

Polinomna interpolacija

o Neka je funkcija f zadana na diskretnom skupu razli¢itih to¢aka xy, tj. imamo
fe=f(zx) zak=1, ..., n+ 1. Tada postoji jedinstveni interpolacijski polinom

stupnja najvise n

() :=p(z) = 1™ + cox™ -+ cpx + Cpya,

za koji vrijedi
p(rr) = fo, k=1,...,n+1

o Prethodni uvjet interpolacije moZemo raspisati u sljedeéi oblik

p(x1) = 1ot 4+ cox? ™+ epar + g1 = f1,

p(x2) = 1@y + coxh ™t + -+ cpxa + Cy1 = fo

—1
P(Tny1) = iy + 21+ F Ca®ngr + Cng1 = fuga,
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Interpolacija Polinomna interpolacija

ili u matri¢cnom obliku

:c’f l’?_l ce T 1 C1 f1
e N Co fo
= , Ve=f
n—1 ,
X o Tpgr 1] [eann Jn+1

Matrica V se naziva Vandermondova matrica.

MozZe se pokazati da je

vi= [ (-

1<i<j<n+1
Ako i samo ako su z; # x; za i # j tada je rank(V) =n + 1 = sustav ima jedinstveno
rjeSenje.

Kao &to je dobro poznato polinomi visokog stupnja mogu imati vrlo loSa svojstva: vrlo
su oscilatorni i imaju veliku osjetljivost na perturbacije u parametrima. Zbog toga se
koristi po dijelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom podintervalu koristi se
polinom niskog stupnja - splajn interpolacija.
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Interpolacija

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

o Lagrangeov interpolacijski polinom u opéem sluéaju definiran je izrazom

p(@) = fiuli(x),
k=1

pri &emu je Lagrangeova baza

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Ratunalna matematika

Zagreb, 2020./2021.

11/ 14



Interpolacija Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

o Newtonov interpolacijski polinom u opéem slucaju definiran je izrazom

x) = Z axng(x)
k=1

pri ¢emu je Newtonova baza

n
Hw—xz, k=1,2,...,n,

i=1

dok su parametri definirani kao podijeljene razlike

a1 = flx1] = f(x1),
f(x2) — f(x1)

ag = f[ﬂflal‘ﬂ = Wy

flxa)—f(z2)  flz2)—f(=z1)
ag = flry, @o, w3 = — 22 2ol
Tr3 — T1
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Primjeri

Pogledati prilozene M-datoteke
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