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Uvod

uvOoD

o Diferencijalna jednadZba povezuje nepoznate funkcije jedne ili vise nezavisnih varijabli i njihove
derivacije.

o Matemati¢ki model nekog sustava prikazuje funkcijske ovisnosti izmedu izlaznih i ulaznih
veli¢ina sustava odnosno dijelova sustava i iskazuje se odgovarajuéim diferencijalnim ili
integralno-diferencijalnim jednadZbama.

o Za postavljanje odgovaraju¢eg matemati¢kog modela dinami¢kog sustava primjenjuju se
osnovni fizikalni zakoni.

o Nije potrebno opisivati sve fizikalne pojave koje se u sustavu mogu odigrati, jer bi takav model
postao presloZen.

o Analizom pona%anja sustava u cjelini doslo se do spoznaje da se veliki broj, po fizikalnoj prirodi
razli¢itih procesa, opisuje matemati¢kim modelom istog tipa.
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Uvod

Dinami¢ki sustavi najée$ée su opisani sustavom nelinearnih diferencijalnih jednadZbi.

Nekim nelinearnim diferencijalnim jednadZbama rjesenje je moguce eksplicitno izraziti pomoc¢u

poznatih funkcija. Medutim, daleko su brojnije one jednadZbe kojima je nemoguée odrediti
egzaktno rjeSenje. Stoga se takve jednadzbe rje$avaju numericki.

Rjegenje linearnih diferencijalnih jednadzbi moguce je izraziti eksplicitno, a do njega se dolazi
uz pomo¢ opéih metoda. To zna&i da sve linearne diferencijalne jednadZbe imaju istu formu
rjeSenja.

Moguce je dobiti linearni model kojim se dinamika nelinearnog sustava moze opisati u okolini
jednog odabranog ravnoteznog stanja. Prilikom linearizacije treba imati na umu da linearni
model ne¢e moci objasniti sva ponasanja nelinearnog sustava.
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Problem pocetnih uvjeta

PROBLEM POCETNIH UVJETA

o Razmatramo numeri¢ke metode za aproksimaciju rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadZbi
prvog reda s danim pocdetnim uvjetima oblika

z(t) = f(z,t), x(to) = xo, (1)
na vremenskom intervalu ¢ € [to, tf].

o Opcenitiji problem je sustav od n obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

1= fi(z1,22,...Tn,t), x1(to) = T10,
2 = fa(z1,z2,... 20, t), z2(to) = x20,
)
Ty = fn(xl,-TQ, c o Tn, t): xn(to) = Zno,
za n nepoznatih realnih funkcija z;(t), ¢ = 1,2,...,n. Sustav jednadZbi (2) moZemo napisati u
obliku analognom izrazu (1) koriste¢i vektorsku notaciju
x = f(x7 t)? X(tO) = Xo, (3)
gdje su
i‘l fl(wl,xg,...,xn,t) 10
i‘g fQ(CL‘1,.’E2,...,QL'n,t) 20
% = , f(x,t) = , Xo=
T fn(z1, T2, ... @0, t) Tno
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Problem pocetnih uvjeta

o U matemati¢kom opisu dinami&kih sustava pojavljuju se diferencijalne jednadZbe viseg reda
oblika

g = 1 (9905 u" )y = g0, 1=0,1,2, 0 n - 1, (4)

koje se svode na sustav diferencijalnih jednadZbi prvog reda. Da bi se to postiglo potrebno je
uvesti dodatne funkcije

z1(t) == y(t),
z2(t) = y(t),
z3(t) = 4(t),

In (t) = y(n_l) (t)7

&ime se diferencijalna jednadzba (4) transformira u ekvivalentni sustav diferencijalnih jednadZbi
prvog reda u vektorskom obliku

T1 T2
T2 T3
= ) (5)
infl Tn
Tn flxi,x2,...,2n,1)

pa moZemo koristiti numeritke metode za rje3avanje diferencijalne jednadzbe (1).
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Problem pocetnih uvjeta Pregled numeri¢kih metoda

PREGLED NUMERICKIH METODA

o Numeri&ki postupci prikladni za programiranje na ra¢unalima zasnivaju se na aproksimaciji
rjeSenja sukcesivnim diskretnim to¢kama t; vremenske varijable ¢, pri ¢emu i =0, 1, ..., N.

o Vremenski interval [to, t7] u kojem se traZi rjeSenje dijeli se na konatan broj koraka N. Ako su
ti koraci jednaki, njihova veli¢ina je
ty —to
7' = — . 6
- (6)
o Postupak sukcesivnog numeritkog rjeSavanja diferencijalnih jednadZbi svodi se na izralunavanje
aproksimacije rjeSenja x;41 u to€ki t; 11 iz prethodno izradunatih vrijednosti za t;, ti—1, ti—p+1.

o Ako se za izraunavanje X;+1 upotrebljava samo prethodni korak tada je to jednokoracni
postupak. Postupci koji se koriste rezultatima izraunatim u viSe prethodnih koraka su
viSekora&ni postupci.
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Problem pocetnih uvjeta Pregled numeri¢kih metoda

Eulerova metoda

o Najjednostavniji postupak za numeri¢ko rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi je Eulerova metoda.

o Razmatra se problem po&etnih uvjeta (Cauchyev problem) sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi prvog reda
x =f(x,t), =x(to) =xo. @)

o Metoda se zasniva na ideji da se x u jednadZbi (7) zamijeni s podijeljenom razlikom

_ x(t+7) —x(t)

x(t) - + O(7). (8)
o lz gornjeg izraza dobiva se aproksimacija
x(t+7) = x(t) + 7f(x(t), t). 9)
o Interval [to, ty] se podijeli na N jednakih dijelova: 7 = (t; — to)/N, t; = to + i,
i=0,1, ..., N &me se dolazi do rekurzivnog izraza
Xit1 = X + 7F(x4, i), (10)

gdje je pocetni uvjet xo zadan kao inicijalni uvjet diferencijalne jednadZbe. Dobivene vrijednosti
X; su aproksimacije rje$enja diferencijalne jednadzbe u to¢kama ;.
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Problem pocetnih uvjeta Pregled numeri¢kih metoda

Jednokoraéne metode

o Jednokora&ne eksplicitne metode, medu koje spada metoda Runge-Kutta, mogu se prikazati u
sljede¢em opéem rekurzivnom obliku

Xi+1:Xi+T¢(Xi,ti,T), ’LZO, 1,...,N, (11)
pri &emu se funkcija ¢ naziva funkcija prirasta. Odabir funkcije ¢ definira razli¢ite metode.

o Funkcija ¢ konstruira se tako da se s (11) aproksimira razvoj rjedenja x(t) u Taylorov red s
odredenim brojem €lanova. Ovisno o tome s koliko je €lanova reda postignuto slaganje izraza
(11) dobiva se algoritam odgovarajuce to¢nosti.

o Opéi rekurzivni oblik metode Runge-Kutta n-tog reda je
k1 = f()(i7 ti),
ko = f(x; + 7821k, t; + Ta2),

n—1 (12)
kn = f(Xl + 7 Z ,ankj, ti + Tan),

j=1
Xi+1 = X4 + Tijkj.

j=1

pri &emu razlitit izbor koeficijenata w, « i 3 definira razli¢ite metode (Butcherova tablica).
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Problem pocetnih uvjeta Pregled numeri¢kih metoda
Visekoratne metode

o Ukoliko se Zeli to¢nije diskretizirati vremensku derivaciju u jednadzbi x = f(x,t) potrebno je
koristiti centralnu diferencijaciju x(t;) &~ (X;+1 — Xi—1)/27. Time se dolazi do sljedeée metode

Xi+1 = Xi—1 —|—2Tf(Xz,tz) (13)
o Osnovna razlika prema prethodnim metodama je u tome 3to je ova metoda visekoragna: za
racunanje vrijednosti x;4+1 potrebni su xX; i x;_1.
o Opdi oblik eksplicitne Adamsove viSekoratne metode k-tog reda je

k
Xit1 =X+ 7> a;f(Ximji1, i), (14)

j=1

gdje se koeficijenti a; ratunaju iz relacije

a; = (—1) /: <‘Js> ds. (15)

o Prednost Adamsove metode prema odgovarajué¢oj Runge-Kutta metodi je u tome 3to ona treba
samo jedno ra&unanje funkcije po koraku, tj. jednu funkcijsku vrijednost moZe se iskoristiti iz
prethodnog koraka.

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Raéunalna matematika Zagreb, 2020./2021. 10 / 22



Problem pocetnih uvjeta Kruti sustavi

KRUTI SUSTAVI

o Za diferencijalnu jednadZzbu kaZemo da je kruta, ako mala perturbacija poletnih uvjeta dovede
do velike perturbacije u rjeSenju problema.

o Za ovakve sustave pojedine numeri¢ke metode su numeri¢ki nestabilne, osim ako se korak
integracije ne uzme izuzetno malen.

o Opcéenito: ovakve diferencijalne jednadZbe sadrze ¢lanove koji mogu izazvati velike devijacije u
rjesenju.

o Kruti sustav ima neke komponente koje se brzo mijenjaju i druge koje se sporo mijenjaju. lako
tranzijente pojave (brze komponente) imaju veéi utjecaj u samo kratkim intervalima, (kod
nekih metoda) one mogu , diktirati” korak integracije za cijeli interval.
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Problem pocetnih uvjeta MATLABove ugradene funkcije za rjeSavanje problema po&etnih uvjeta

SKUPINA NAREDBI ode

o Najjednostavniji oblik primjene MATLABovih ugradenih funkcija za rjeSavanje obiénih
diferencijalnih jednadZzbi:

>> [T, X] = solver(odesys, tint, x0)

o odesys (string ili handle) je ime M-funkcije koja opisuje sustav diferencijalnih jednadZbi prvog
reda.

o tint je vremenski interval u kojem se traZi rjeSenje.

o x0 je vektor koji sadrzi poletne uvjete.

o T je vektor koji sadrzi diskretne totke vremenskog intervala.

o X je matrica Ciji stupci sadrZe izralunate vrijednosti svake varijable sustava u diskretnim
to¢kama vremenskog intervala.

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Raéunalna matematika Zagreb, 2020./2021. 12 /22



Problem pocetnih uvjeta MATLABove ugradene funkcije za rjeSavanje problema po&etnih uvjeta

o solver moZe biti:

o oded5: eksplicitna Runge-Kutta-Dormand-Prince jednokoraéna metoda za rjeSavanje
ne-krutih sustava;

o 0de23: eksplicitna Runge-Kutta-Bogacki-Shampine jednokorana metoda za rjeSavanje
ne-krutih sustava, ali moZe se primijeniti za rjeSavanje umjereno krutih sustava;

o ode113: Adams-Bashforth-Moulton visekoratna metoda promijenjivog reda (od 1. do
13.) za rjeSavanje ne-krutih sustava, moguce je postiéi visoku to&nost rjedenja;

o odelbs: visekora&na metoda promijenjivog reda (od 1. do 5.) za rjeSavanje krutih
sustava koja se zasniva na radunanju konacnih diferencija unazad (Gearova metoda),
takoder moZe rjesavati i diferencijalno-algebarske jednadZbe;

o ode23s: Rosenbrockova metoda 2. reda za rjeSavanje krutih sustava koja pripada skupini
implicitnih Runge-Kutta metoda.
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Ukratko

PROBLEM RUBNIH UVJETA

o Op¢i oblik problema rubnih uvjeta (engl. Boundary Value Problem — BVP) u vektorskoj

notaciji je
y(@) =f(z,y(z),p), a<z<h, (16)
r(y(a),y(b)) =0,
gdje je p vektor nepoznatih parametara sustava.
o Tipiéni oblik problema je
Vy+o@)y+e@)y=g), a<z<b, (17)

y(a) =yo, y()=y1.

o Problem oblika (16) u MATLABuU se moZze rijeSiti primjenom funkcija iz skupine bvp.
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Ukratko

DIFERENCIJALNO-ALGEBARSKE JEDNADZBE

©

Promotrimo dinamicki sustav &iji je matemati¢ki model opisan implicitnom diferencijalnom
jednadZbom
F(x(t), x(t), ) = 0. (18)

F
Ako je det (%) # 0 tada iz izraza (18) moZemo odrediti eksplicitni oblik x = f(x, t).

Ako je det = 0 tada iz izraza (18) ne moZemo odrediti oblik x = f(x, t) i rjeSenje x

oF
ox
mora zadovoljiti odredena algebarska ogranicenja.
Jednostavniji je tzv. polu-eksplicitni oblik

0,

gx,y, t) =
gdje je g vektor algebarskih ogranicenja.
Primjer: njihalo u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Problem oblika (19) u MATLABuU se moZe rijeSiti primjenom funkcija ode15i, odel5s,
ode23t.
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Primjeri

Primjer 1. Linearni homogeni sustav

Obi&nu linearnu homogenu diferencijalnu jednadZbu drugog reda
§() +9(t) +10y(t) =0,
moZemo zapisati kao sustav od dvije diferencijalne jednadzbe prvog reda

ii1 =2,

Cbz = —10:v1 — X2,

gdje su 1 =y i x2 = y. U matritnom zapisu gornji sustav je sljedeeg oblika

I _ 0 1 T1
T2|  |—10 =1 |z2]|~
RjeZenje je oblika:
e x(0)

x(t) =
Rjesenje sustava za pocetne uvjete y(0) = 1, y(0) = 1 pogledati u priloZzenoj M-datoteci.

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Ratunalna matematika

Zagreb, 2020./2021.
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Primjeri
Primjer 2. Nelinearni sustav

o Gibanje mehani¢kog sustava prikazanog na slici opisano je sljede¢om diferencijalnom
jednadzbom
J§(t)+ Bq(t)+mglsin(q(t)) =T, (20)

gdje su g kut zakreta &lanka [rad], T' ulazni moment [Nm], J ukupni moment tromosti oko osi
koja prolazi zglobom [kgm?], B koeficijent viskoznog priguenja [Nms/rad], m masa &lanka
[kg], | udaljenost tezista od osi zgloba [m], g akceleracija sile teze [m/s?].

Slika: Preuzeto iz: R. Kelly, V. Santibanez and A. Loria: Control of Robot Manipulators in Joint Space,
Springer-Verlag, London, 2005.

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Raéunalna matematika Zagreb, 2020./2021. 17 / 22



Primjeri

o Uvodimo nove zavisne varijable definirane na sljedeéi na&in

o Deriviranjem varijabli 1, z2 po vremenu ¢ i na osnovu jednadZbe (20) dobivamo sustav
diferencijalnih jednadZbi prvog reda

il =2, (22)
jygz%(T—mglsin(sm)—sz). (23)

Odziv sustava na 7' = 5 Nm u intervalu ¢ € [0, 5] uz po&etne uvjete ¢(0) = 0.5, §(0) =0
pogledati u priloZzenoj M-datoteci.
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Primjer 3. Usporedba numeri¢kih metoda

Kao primjer, koji ¢e posluZiti za analizu to¢nosti, brzine i stabilnosti, u prethodnim poglavljima
opisanih numeri€kih metoda, razmatra se sljededi sustav diferencijalnih jednadzbi

1(t) = —z1(t) + g1(8),

da(t) = @1(t) — 23(t) + g2(t), (24)
#3(t) = 3(1) + g3(t),
gdje su
gi(t) = —1+t+1%
g2(t) = e [ (~1+t)t + (=1 +1)*t" —e'(1 = 3t +¢°)], (25)
g3(t) = —e *' (=1 +1)*t> + (=1 + t) cos(t) + sin(t),

uz poletne uvjete z;(0) =0, za ¢ = 1, 2, 3. Egzaktno rjeSenje sustava je

z1(t) =t(t — 1),
2a(t) = t{t — e (26)
x3(t) = (t — )sm(t).

Implementacija algoritama Eulerove metode, metode Runge-Kutta Eetvrtog reda i Adamsove
metode Cetvrtog reda u programskom jeziku MATLAB dana je u priloZzenim M-datotekama.

A. Joki¢; V. Mili¢; F. Maleti¢ Raéunalna matematika Zagreb, 2020./2021. 19 / 22



Primjeri

Na donjoj slici prikazani su rezultati usporedbe numeri¢kog rjeSenja s egzaktnim rjeSenjem svake
pojedine metode za slu¢aj N = 100.

10 107
X3e=%y] X%yl
[ eI
102 el 10 X35l
10° 10
107 10"
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 038 1
t t
(a) Eulerova metoda (b) Metoda Runge-Kutta 4. reda
0’
(SR
10° Xoe™5lH4
[
10°
10"
o™
10"

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

(c) Adamsova metoda 4. reda
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Primjeri

U donjoj tablici dani su rezultati usporedbe numeri¢kih metoda za rjeSavanje obi¢nih difrencijalnih
jednadzbi primjenom programskog jezika MATLAB.

Tablica: Usporedba metoda (MATLAB).

Euler Runge-Kutta 4. reda Adams 4. reda
Broj koraka | Vrijeme, s Greska Vrijeme, s Gregka Vrijeme, s Greska
N =10t 0.0310 0.1258 0.0310 5.7256 - 10~° 0.0310 3.2738 - 10~ 4
N =107 0.0310 0.0120 0.0780 5.0458 - 10~ 1° 0.0310 4.9591 - 108
N =103 0.0470 0.0012 0.1410 4.9766 - 10~ 11 0.0630 5.1428 - 10~ 12
N =10* 0.297 1.1877 -10~1 0.9210 5.8287 - 10~ 1° 0.2970 9.9920 - 10~ 1°
N =10° 2.7300 1.1877-10°° 8.7210 1.7486 - 10~ 1° 2.4960 1.7764 - 10~ 1°
N = 10° 27.1910 1.1877-10°° 86.0960 1.0852 - 10~ 1% 24.5540 1.0852- 10~ 1%
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