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Ovo su nerecenzirani materijali za vjezbe iz kolegija Racéunalna matematika, a
odnose se na rjesavanje nekih problema iz linearne algebre primjenom programskog paketa
MATLAB. Ovdje izneseni pojmovi iz linearne algebre najvecim dijelom se temelje na
kngigama [1] i [2]. Stoga se citatelji upucuju na navedenu literaturu u kojoj se mogu naci
1zvodi @ dokazi koji ovdje nisu dani.

Autori ée biti zahvalni svakomu tko upozori na greske ili predlozi dodatne i poboljSane

zadatke.
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1 Osnovne operacije matricne algebre

1.1 DMatrice

Matrica je matematicki objekt koji se sastoji od (realnih ili kompleksnih) brojeva koji
su rasporedeni u retke i stupce. Zapisuje se u obliku pravokutne sheme, a brojeve od kojih
se sastoji zovemo elementima matrice. Matrica A sa m redaka, n stupaca i s elementima

a;; zapisuje se kao

@11 Q12 Az -+ Qin

Q21 Q22 Q23 - Q2p
A =

Am1 Am2 Qm3 - Qpp

Takvu matricu zovemo m x n matrica ili matrica tipa (reda, dimenzije) m x n. Ako vrijedi
m = n, kazemo da je A kvadratna matrica reda n.

Matricu sa samo jednim retkom zovemo matrica redak ili jednoretcana matrica, a
matricu sa samo jednim stupcem zovemo matrica stupac ili jednostupc¢ana matrica.
Jednostupcane i jednoretcane matrice krac¢e zovemo vektorima. Matricu, ¢iji su elementi
realni brojevi, zovemo realna matrica, a matricu, ¢iji su elementi kako realni tako i
kompleksni brojevi, zovemo kompleksna matrica. S R™*™ (C™*") oznac¢avamo skup svih

realnih (kompleksnih) m x n matrica.

Zadatak 1.1. U MATLAB-u kreirajte sljedece matrice:

7 —3i
1 0 —17
—2—17 0 -5
M, =102 3 10|, My= .
13 1 547
-5 0 21

U linearnoj algebri postoje neke ”posebne” vrste matrica, a najcesée se upotrebljavaju:

nul-matrica kojoj su svi elementi nule, tj. a;; =0 (u MATLAB-u: zeros()),
e matrica jedinica kojoj su svi elementi jedinice, tj a;; = 1 (u MATLAB-u: ones()),

e dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan glavne
dijagonale jednaki nuli, tj. a;; = 0 ako i # j, Vi,j € {1, 2, ..., n} (u MATLAB-u:
diag()),

e jedini¢na matrica je kvadratna matrica koja ima jedinice na glavnoj dijagonali, dok
su ostali elementi nule. Obicno se oznacava s I,, gdje indeks n oznacava dimenziju
matrice (u MATLAB-u: eyeQ)).



Zadatak 1.2. Primjenom gore navedenih “posebnih” matrica v MATLAB-u kreirajte

sljedecu matricu:

10000
02000
A=100 300
11110
1110 1

1.2 Transponiranje

Neka je A € R™ ", Matrica AT se naziva transponirana matrica matrici A, ako je
svaki redak od AT jednak odgovarajuéem stupcu matrice A. Prema tome, transponiranu
matricu dobivamo tako da stupce (retke) matrice zamijenimo njenim retcima (stupcima).
Ako je

a3 Q2 - Aip 11 Aa21 - Aml

Q21 Q22 - Q2n . Q12 A22 - Am2
A=| ‘ . onda je A" =

Am1 Am2 **° Omn A1n A2n  *°* Amn

Neka je Z € C™*" 1 Z = Zy + 12>, pri cemu su Zy, Zo € R™*". Tadase Z = Zy — iZ»
naziva kompleksno konjugirana matrica i oznacava sa Z. Kompleksno transponirana, ili

hermitski adjungirana matrica Z je matrica Z* = Z] —iZ].

Zadatak 1.3. Za matrice iz zadatka|1. 1| odredite M7, M1 1 M.

Rjesenge.

ans =
1 102 -5
0 3 0

-17 10 21

ans =
7.0000 -2.0000 - 1.0000i 13.0000 10.0000
8.0000 0 1.0000 -11.0000
0 - 3.00001 -5.0000 5.0000 + 7.0000i 12.0000
ans =
7.0000 -2.0000 + 1.0000i 13.0000 10.0000
8.0000 0 1.0000 -11.0000
0 + 3.00001 -5.0000 5.0000 - 7.0000i 12.0000



1.3 Zbrajanje matrica

Neka su A, B € R™*". Matricu C € R™*" s elementima

zovemo zbrojem ili sumom matrica A i B i piSemo C = A + B. Zbrajanje je definirano

za svaki par matrica iz R™*" i rezultat je uvijek u R™*".

Zadatak 1.4. U MATLAB-u definirajte sljedece matrice

0 3 5 1 -1 4
A= , B= , C=A+B.
-7 0 3 2 7 -9
Rjesenge.
C:
1 2 9
-5 7 -6

1.4 Mnozenje matrice sa skalarom

Ako su A € R™*" i ¢ € R, matricu B € R™*" s elementima

zovemo umnozak ili produkt matrice A sa skalarom c i oznacavamo B = cA. Jasno je da

za svaki realni skalar ¢ i svaku matricu A € R™*" mora B = cA opet biti u R"™*".
Zadatak 1.5. Pomnozite matricu C iz zadatka[1.4] s 5.

Rjesenge.

ans =

5 10 45
-25 35 -30



1.5 MnozZenje matrica

Neka su A € R™"™ i B € R™?. Umnozak ili produkt matrica A i B je matrica

C = A B € R™*? kojoj su elementi odredeni formulom

n
Cijzzaikbkj, 1<i<m, 1<j<p.
h=1

Produkt matrica A i B definiran je samo onda kad je broj stupaca matrice A jednak

broju redaka matrice B.

Zadatak 1.6. Za matrice A © B iz zadatka odredite matricu D = ABT

Rjesenge.
D =
17 -24
5 -41

1.6 Potencije matrica
Ako je A kvadratna matrica dimenzije n X n onda je
A’=1,.
Takoder vrijedi sljedece
AP =AA --- A.
—_—

p puta

Za potenciranje kvadratnih matrica vrijedi svojstvo asocijativnosti, npr.
AP=AAA=AA’=A’A.

Za nenegativne cijele brojeve r i s lako se pokaze da vrijedi
ATAT =A™, (A7) =A™

Zadatak 1.7. Za matricu D iz zadatka primjenom while petlje
D’ D! ..., D5,

Rjesenge.

1zracunagte



D0 je

1.00 0.00
0.00 1.00

D"1 je
17.00 -24.00
5.00 -41.00

D72 je
169.00 576.00
-120.00 1561.00

D"3 je
5753.00 -27672.00
5765.00 -61121.00

D4 je
-40559.00 996480.00
-207600.00 2367601.00

D"5 je

4292897.00  -39882264.00
8308805.00  -92089241.00

1.7 Skalarni i vektorski produkt

Standardni skalarni produkt dva vektora u prostoru R"™ (C") definiran je sljedeéim
izrazima . n
XTy = Zmzyz eER i X*y = Z:fzyz e C.
i=1 =1
Vektorski produkt dva vektora je takvo mnozenje koje kao rezultat daje opet vektor.
Ova operacija je posebnost trodimenzionalnog Euklidskog prostora, jer nema analogiju u

dvodimenzionalnom prostoru, niti prikladne generalizacije u visim dimenzijama.
Zadatak 1.8. Provjerite da li su vektori v =[8 4 3] iw =[-2 1 4] okomiti.
Zadatak 1.9. Provjerite da li su vektori v =[-7 2 8] iw =[3.5 —1 —4] paralelni.

Zadatak 1.10. Izracunajte mehanicki rad W ako su komponente wvektora sile
F =2 —1 1], a komponente vektora pomaka d = [3 — 2 4].
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Rjesenge.

w =
12
m
Zadatak 1.11. Izracunajte komponente vektora momenta M sile F = [85 7], ako su
komponente vektora kraka sile r = [1 3 9.
Rjesenge.
M =
-24 65 -19
m



2 Determinanta, rang, inverz i trag matrice

2.1 Determinanta matrice

Determinanta je funkcija | - | definirana na skupu svih kvadratnih matrica, a poprima
vrijednosti iz skupa skalara. Determinanta matrice definira se induktivno, tj.
determinanta matrice n-tog reda definira se pomocu determinante matrice (n — 1)-og

reda
n

Al = Z(_l)kJrlakl’Akl’a
k=1

gdje Ay oznacava matricu A bez k-tog retka i prvog stupca.

2.2 Rang matrice

Svaku matricu A € R”™*" mozemo promatrati kao niz njenih vektora-redaka ili kao
niz njenih vektora stupaca. Skup vektora-redaka (vektora stupaca) matrice A razapinje
vektorski potprostor od R koji zovemo retéani (stupcani) potprostor od A. Vazno
svojstvo tih potprostora je da imaju istu dimenziju. Broj linearno nezavisnih vektora
redaka matrice A naziva se ret¢ani rang matrice A. Broj linearno nezavisnih vektora
stupaca matrice A naziva se stupcani rang matrice A. Kako se radi o istom broju izbacuje
se pridjev retcani ili stupcani, pa se broj linearno nezavisnih vektora redaka (stupaca)
matrice A naziva rang matrice A i oznacava s r(A). Matrica A je punog (stupcanog ili
retcanog) ranga, ako je r(A) jednak broju stupaca ili redaka matrice A. Za matricu A
uvijek vrijedi

r(A) < {m, n}.

2.3 Inverz matrice

Za kvadratnu matricu A dimenzije n X n, matrica B dimenzije n X n koja zadovoljava
uvjete
AB=I, i BA=1,,

zove se inverz matrice A i oznacava se sa B = A~!. Matrice za koje postoji inverz obi¢no
se nazivaju invertibilne, regularne ili nesingularne. Kvadratne matrice koje nisu regularne
nazivaju se singularne.

U nekim slucajevima je za pravokutne matrice mogucée definirati tzv. poopceni inverz.

Ako je matrica A dimenzije m x n i 7(A) = n tada matrica A ima lijevi inverz

AT = (A*A)""A* odnosno ATA =1,
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a ako je r(A) = m tada matrica A ima desni inverz

AT = A*(AA*)™" odnosno AAT =1,,.

2.4 Trag matrice

Trag kvadratne matrice A reda n je suma njezinih elemenata na glavnoj dijagonali

Zadatak 2.1. Definirajte matricu

25.3 100 45
A= 1119 128 99
71 42 5

Izracunagte: determinantu, rang, inverz i trag matrice A.

Rjesenge.

determinanta =

5.3599e+004

rang =

inverz =
-0.0066 -0.0058 0.1740
0.0120 -0.0036 -0.0367

-0.0008 0.0113 -0.0162

trag =
43.1000
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Zadatak 2.2. Napravite M-funkciju za racunanje desnog, lijevog, Moore-Penrose
pseudoinverza pravokutnih i singularnih matrica. Koristite sljedeci algoritam: ako je
matrica punog retéanog ranga (r(-) = m) tada racunaj desni inverz, takoder ako je
matrica punog stupéanog ranga (r(-) = n) tada racunaj lijevi inverz, inace racunaj
Moore-Penrose pseudoinverz. Neka se na ekran ispisuje poruka o kojem se inverzu radi
(desni, lijevi ili Moore-Penrose).

Algoritam ispitajte na sljedecim matricama:

1 01
M1: ) M2:
010

w N =

Rjesenge.
Za matricu My:

Desni inverz je

ans =
0.5000 O
0 1.0000
0.5000 O

Za matricu Ma:
Lijevi inverz je
ans =

-1.1667 -0.1667 0.8333
0.6667 0.1667 -0.3333

Za matricu Ms:

Moore - Penrose pseudoinverz je
ans =

0.0320 0.0640

0.0240 0.0480
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Zadatak 2.3. Odredite matricu X tako da vrijedi X = AX + B, gdje su

-1 0 1 2

A= 0 -1, B=|21

0 3 3
Rjesenge.

X =

2 4
-1 -2
3 3

13



3 Sustavi linearnih algebarskih jednadzbi

Jedna od najvaznijih primjena linearne algebre jest rjeSavanje sustava linearnih
algebarskih jednadzbi

1121 + 19T + . .. + a1,T, = by

a21T1 + a929T9 + ...+ AonTy — b2

Am1T1 + QmaTo + ... + CpnXn = bm.

Uvodenjem matrice sustava A € R™*" vektora rjesenja x € R™ i vektora desne strane
sustava b € R™,

@13 Q2 Aaiz -+ Qin T by

Q21 Q22 Q23 - Q2p X2 by
A= . x= . b=

Am1 Am2 Qm3 - Qpp Tp bm

sustav prelazi u matriéni problem

Ax =Db.

Ako je matrica A kvadratna tj. m = n i punog ranga tada rjesenje mozemo pisati kao
x =A"'b.

Zadatak 3.1. Za sustav s dvije mase prikazan na slici[1] potrebno je odrediti silu u uZetu

F i akceleracije i1 i &y. Zadano je: my =2 kg, mg =4 kg i g = 9.81 m/s*.

Slika 1:

14



Rjesenje. Primjenom Newton-ovog zakona gibanja dobivaju se jednadzbe

miir=mig—F, mols=myg—F.

Nadalje, vrijedi i ”oc¢uvanje” duljine uzeta x1+x9 = C, pa je sustav linearnih jednadzbi

mi 1+ F=mg,
Mmoo+ F =myg,

T1 4+ 29 =0.

Rjesenja =
Akceleracija_mase_1: -3.2700
Akceleracija_mase_2: 3.2700
Sila_u_uzetu: 26.1600
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4 Svojstvene vrijednosti i vektori

Neka je A € C™". Vektor x € C", x # 0 je vlastiti vektor od A ako postoji takav
skalar A da je
Ax = A x odnosno (AI—A)x=0.

U tom slucaju, A je vlastita vrijednost, a par (x, A) je vlastiti par matrice A.

Navedeni sustav jednadzbi ima netrivijalno rjesenje jedino ako vrijedi
IAXI—A| =0.

Razvojem gornje determinante dobiva se polinom n-tog reda koji se naziva

karakteristicnim polinomom matrice A.

Zadatak 4.1. Definirajte matricu

25.3 100 45
A= 1119 128 99
71 42 5

Izracunagte svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice A.

Rjesenge.
vek =
0.9170 0.8916 0.8916
0.3804 -0.3215 + 0.27031 -0.3215 - 0.27031
0.1198 -0.0798 - 0.1493i -0.0798 + 0.1493i
vr =
72.6671 0 0
0 -14.7836 +22.78251 0
0 0 -14.7836 -22.7825i1

Zadatak 4.2. Izracunajte Euklidske norme svojstvenih vektora matrice A.

Rjesenge.

ans =

1.0000 1.0000 1.0000
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Zadatak 4.3. Odredite karakteristicni polinom matrice A. Takoder odredite korijene tog

polinoma.

Rjesenge.

P=
1.0e+004 *
0.0001 -0.0043 -0.1411 -5.3599

kor =
72.6671
-14.7836 +22.7825i1
-14.7836 -22.7825i

17



5 Vektorske 1 matriéne norme

Norma realnog ili kompleksnog vektor x dimenzije n je funkcija || - | koja preslikava
vektorski prostor u prostor nenegativnih realnih brojeva. Najcesce se koriste p-norme (ili

¢, norme) definirane sljede¢im izrazom

Sl

11y = (ZI«’MI”) , p=1L

=1

Tako za p = 1 dobivamo 1-normu (ili ¢; normu)

n
Il =D Jail,
=1

za p = 2 dobivamo 2-normu (ili /2 normu) ili Euclidsku normu

za p = oo dobivamo oo-normu (ili /o, normu)

[X[Joo = max |;].
1<i<n

Matri¢ne norme mozemo dobiti kao operatorske (inducirane) norme iz odgovarajuéih

vektorskih normi koristenjem sljedeceg izraza

[A]] = max [|Ax]|

[Ix[I=1

Kada se u gornji izraz uvrste odgovarajuce vektorske norme, dobivaju se matri¢na 1-norma

(ili maksimalna stup¢ana norma)

m

Al = 1@?&2 |agj],
1=

matri¢na 2-norma (ili spektralna norma)

||A||2 =V /\maxa

gdje je Amar najveca svojstvena vrijednost matrice {A*A}, te matricna oo-norma (ili

18



maksimalna ret¢ana norma)
n
Al = max Y ay].
j=1

1<i<m

Zadatak 5.1. Neka su zadani

Pomocu for petlje nacinite matricu Norme kojoj cée prvi stupac biti 1-norma, 2-norma i

oo-norma vektora X, a drugi stupac odgovarajuce inducirane norme matrice A.
Rjesenge.
Norme =

16.0000 9.0000

10.9545  11.9543
10.0000  20.0000
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