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Ovo su nerecenzirani materijali za vjezbe iz kolegija Racunalna matematika, a
odnose se na rjesavanje diferencijalnih jednadzbi primjenom programskog paketa
MATLAB. Owvdje iznesena materija najvecim dijelom se temelji na knjigama
[, 2,3, [4, 5, [6]. Stoga se citatelji upucuju na navedenu literaturu u kojoj se mogu naci
wzvodi 1 dokazi koji ovdje nisu dani.

Autori ée biti zahvalni svakomu tko upozori na greske ili predlozi dodatne i poboljSane

zadatke.



1 Obicne diferencijalne jednadzbe

1.1 Problem pocetnih uvjeta

U ovim vjezbama razmatraju se numericke metode za aproksimaciju rjesenja obi¢nih

diferencijalnih jednadzbi prvog reda oblika
z(t) = f(x,t), (1)

pri cemu se pretpostavlja da je funkcija f(x,t) neprekidna na vremenskom intervalu ¢y <
t <tyiza—oo <z < oo. Analiticko rjesenje jednadzbe (1)) je funkcija z(t), te ako postoji
mora zadovoljiti jednadzbu @(t) = f(xz(t),t). Opéenito postoji beskona¢no mnogo takvih
funkcija. Uz uvjet

x(to) = o, (2)
kao dodatni zahtjev, moze se iz skupa rjeSenja izdvojiti jedno rjesenje. U mnogim
fizikalnim problemima varijabla ¢ ima znaCenje vremena, pa se stoga ([2) naziva
pocetnim uvjetom, a o pocetnim trenutkom, dok je ¢; konacni trenutak. Izrazi (1)) i

zajedno ¢ine problem pocetnih uvjeta ili Cauchyev problem.

Opéenitiji problem je sustav od n obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

il = fl(ﬂjlyana .- 'xnat)a

fQ - f2(x17'r27 .- ‘x'rmt)a

En = fo(x1, 29, ... 2, 1),

za n nepoznatih realnih funkcija z;(¢), ¢ = 1,2,...,n. Sustav jednadzbi (3) mozemo

napisati u obliku analognom izrazu koristeci vektorsku notaciju

x = f(x,1), (4)
gdje su o ) )
i’l fl(.lfl,l'g,...7flin7t)
T T1,To,...,Tp,t
o e T T ek
_j;n_ _fn(xlax%"wxmt)_




dok zadani pocetni uvjet sada ima oblik

Z10
T20
x(to)) =xo= | . |- (5)

Tno

Prema tome, za rjeSavanje sustava , uz pocetne uvjete , mogu se primjenjivati iste
numericke metode kao za rjesavanje diferencijalne jednadzbe , uz pocetni uvjet ,
vodedi racuna o tome da se umjesto skalarnih funkcija x i f javljaju vektorske funkcije x
if.

U matematickom opisu dinamickih sustava pojavljuju se diferencijalne jednadzbe viseg
reda oblika

(n)

Yy :f(y7yuy7"'7y(n_l)vt)u y(l)(tO):ywu Z.:Oa]-)Qw--an_]-v (6)

koje se svode na sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Da bi se to postiglo potrebno

je uvesti dodatne funkcije

z1(t) = y(t),
z2(t) == y(1),
ifg(t) = ?j(t),

(1) = y" (),
¢ime se diferencijalna jednadzba @ transformira u ekvivalentni sustav diferencijalnih

jednadzbi prvog reda u vektorskom obliku

Ty To
Tg x3
= : (7)
Tp1 Tn
| T | f(z1, 20, 20, 1)

te se i u ovom slucaju mogu koristiti numericke metode razvijene za rjeSavanje

diferencijalne jednadzbe .



1.2 Problem rubnih uvjeta

Opéi oblik problema rubnih uvjeta (engl. Boundary Value Problem — BVP) u

vektorskoj notaciji je
y(z) =f(z,y(z),p), a<z<bh,
r(y(a),y(b)) =0,

gdje je p vektor nepoznatih parametara sustava.

(8)

Tipicni oblik problema je

y+uv@)y+e@y=gw), a<z<b,
y(a) =yo, y(b)=y1.

1.3 Numericki postupci

Numericki postupci prikladni za programiranje na digitalnim rac¢unalima zasnivaju se
na aproksimaciji rjesenja sukcesivnim diskretnim tockama t; vremenske varijable ¢, pri
¢cemu i = 0,1, ..., N. Vremenski interval [to, tf] u kojem se trazi rjeSenje dijeli se na

konacan broj koraka N. Ako su ti koraci jednaki, njihova veli¢ina je

oty —ty
=L

T (10)

Postupak sukcesivnog numerickog rjesavanja diferencijalnih jednadzbi svodi se na
izracunavanje aproksimacije rjeSenja X;y; u tocki t¢;,; iz prethodno izracunatih
vrijednosti za t;, t;_1, t;_p4+1. Ako se za izracunavanje x;;; upotrebljava samo prethodni
korak tada je to jednokoracni postupak. Postupci koji se koriste rezultatima izracunatim

u vise prethodnih koraka su wvisekoracni postupci.

i) Numericki postupci za rjesavanje problema oblika S ugradeni su u
MATLABove funkcije ode45, ode23, odel13, odelbs, ode23s

ii) Numericki postupci za rjesavanje problema oblika (§)) ugradeni su u MATLABove
funkcije bvp4c, bvpbc.



2 Zadaci u MATLABu

Zadatak 2.1. Odredite rjesenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe primjenom

MATLABove funkcije expm() na intervalu t € [0, 10].
y(t) + 1.5y(t) + 1.5y(t) =0, y(0)=1, g(0)=0. (11)

Rjesenja prikaZite graficki kao na slici[1]
Uputa: Diferencijalnu jednadzbu zapisite kao sustav x(t) = Ax(t), xo = x(0), gdje

jex = [y y|T. Rjesenje ovog sustava je

x(t) = e®'xy. (12)
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Slika 1:



Zadatak 2.2. Dinamika sustava opisana je sljedecom diferencijalnom jednadzZbom

Y (t) + 504i(t) + 100g(t) + 50y(t) = u(t).

(13)

Primjenom MATLABove funkcije 0de23() simulirajte odziv sustava u intervalut € [0, 50]

uz pocetne uvjete jednake 0 ako je

0, t<10
ult) =41, 10<t<30 (14)
0, t>30

Za definiranje pobude koristite Heavisideovu funkciju. PrikaZite rjesenja kao na slici
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Zadatak 2.3. Gibanje mehanickog sustava prikazanog na slici [3 opisano je sljedeéom

diferencijalnom jednadzZbom
Ji(t) + B (t) +mgl sin (q(t)) = T. (15)

gdje su q kut zakreta c¢lanka [rad], T ulazni moment [Nm/, J ukupni moment tromosti
oko osi koja prolazi zglobom [kgm?], B koeficijent viskoznog prigusenja [Nms/rad], masa

clanka [kg], | udaljenost tezista od osi zgloba [m], g akceleracija sile teze [m/s*].

Slika 3: Preuzeto iz: R. Kelly, V. Santibanez and A. Loria: Control of Robot Manipulators
in Joint Space, Springer-Verlag, London, 2005.

Ulazni moment T daje elektromotor prikazan na slici[fl Dinamika motora opisana je

sljedec¢om diferencijalnom jednadzbom:

dig(t
Ra Z.a(t) + La Zdi ) + e = Ug, (16)

gdje su u, napon armature [V], i, struja armature [A], R, ukupni radni otpor armaturnog
kruga [, L, ukupni induktivitet armaturnog kruga [H] i e protuelektromotorna sila [V].

Nadalje imamo,

e=K,®,w, = K,w, — protuelektromotorna sila, (17)

Tm = K1, — moment motora uz ®,, = const., (18)

pri cemu su K. konstrukcijska konstanta motora, ®, nazivna vrijednost glavnog
magnetskog toka po polu [Vs], K, naponska konstanta motora [Vs], w,, mehanicka
brzina vrtnje [s71] i K; momentna konstanta motora [Nm/A].

Uzimajuci u obzir prijenosni omger N, imamo relacije

T=N7n=NK,is, wn=DNiq, (19)



Slika 4: Istosmjerni motor s nezavisnom i konstantnom uzbudom.

pa je ukupni sustav opisan sljedecim diferencijalnim jednadzZbama

Ji+Bg+mglsin(q) = N Ky i,, (20)
diq :
Laé + Ryia + Ky N § = . (21)

Primjenom MATLABove funkcije odedb5 simulirajte odziv sustava opisanog
Jjednadzbama { ako je u, = 5 V u vremenskom intervalu t € [0,3] za pocetne
uvjete q(0) = 0, ¢(0) = 0, i,(0) = 0. Numericke vrijednosti parametara sustava su:
J = 0923 kgm?, B = 1.02 Nms/rad, m = 5.5 kg, g = 981 m/s*>, | = 05 m,
La=96-103 H R, =23Q, K, =03 Vs, K; = K,, N = 10.

Prikazite vremenske dijagrame varijabli q(t) i i4(t).

0.3

q [rad]

0.1f

0 0.5 1 15 2 25 3

o
o
o
=
=
w”
N

25 3



Zadatak 2.4. Diferencijalna jednadzba nepobudenog Duffing-ovog oscilatora je
§j+0y+ By +ay’ =0, (22)

gdje sua=1, f=—-116=0.2.

Primjenom ugnijezZdenth for petlji nacrtajte fazne portrete za razlicite pocetne
uvijete kao sto je prikazano na slici @ Za numericko rjiesavanje jednadzbe koristite
MATLABovu funkciju ode1bs().
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Zadatak 2.5. Primjenom MATLABove ugradene funkcije bvpldc numericki rijesite

problem rubnih wvjeta opisan sljedecom jednadzbom

j(x) +2y(x) =0, y(0) =1, y(r)=0, (23)
Graficki usporedite numericko i egzaktno rjesenje koje je

y(z) = cos(vV2x) —sin(v2z) - cot(v/2 ). (24)
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