1 Gradijent funkcije viSe varijabli

Simbol % predstavlja parcijalnu derivaciju prvog reda po i-toj komponenti vektora
x € R™ Simbol V4 oznacava gradijent po vektorskoj varijabli x € R", tj. Vx =
(8%1, 8%2, cee %). Ako za neku funkciju postoje derivacije svakog reda do ukljucivo k
i neprekidne su tada tu funkciju zovemo C*-funkcija.

Neka je funkcija f : S — R, S C R"” skalarna funkcija n nezavisnih varijabli. Uobi-

¢ajeno je da se varijable smatraju elementima vektora x = [z 25 ... a:n]T. Funkcija f je

diferencijabilna u x ako postoji vektor g dimenzije 1 x n takav da je
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gdje je g -y skalarni produkt, a || - || je bilo koja vektorska norma od y.

Definicija 1.1 (Gradijent). Ako postoji g koji zadovoljava (1), tada se taj vektor naziva

gradijent funkcije f(x) po vektorskoj varijabli x ¢iji su elementi 8£g), i=1,...,n,tj.
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Funkcija f(x) je diferencijabilna na domeni S ako Vi f(x) postoji za svaki x € S i
neprekidno diferencijabilna ako je Vi f(x) neprekidna funkcija od x, $to oznacavamo s

feCcyS).

1.1 Racunanje gradijenta primjenom metode kompleksne vari-

jable

Osim analitickim putem, prethodno navedeni vektor moze se racunati i na sljedece na-
¢ine: numericki primjenom formula konaé¢nih diferencija i primjenom metode kompleksne
varijable.

Poznato je da izrazi u brojnicima formula kona¢nih diferencija postaju takvi da racu-
nalo ne prepoznaje razliku izmedu dva priblizno jednaka broja (problem kradenja, engl.
cancellation). Ovaj problem nas tjera na konzervativan izbor koraka diferenciranja na
Stetu tocnosti algoritma.

Manje intuitivan pristup je primjena kompleksnih brojeva za racunanje derivacija rea-

Inih funkcija. Primjenom kompleksne varijable uklanja se problem kracenja, pa samim
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time aproksimacija derivacije je to¢nija. Metodu se formalno naziva koracna kompleksna
metoda (engl. complex step method).

Razvojem f(x +ihe;) u Taylorov niz za neki mali iznos h

. h 2
fx+ihe;) = f(x)+ihVxf(x) e;+ (ZQI) e Vif(x)-ej+..., (3)
dobiva se
I  he;
Vef(x)-e; = 2 {f(xh“ ) 4 o(h) (4)
U gornjim izrazima 4 predstavlja imaginarni broj (i = —1), dok je e; jedini¢ni vektor

(vektor odgovarajuce dimenzije kojemu je j-ti element jednak 1).

Vidimo da se u brojniku izraza (4) ne pojavljuje oduzimanje, tj. uklonjen je problem
kra¢enja. To znaci da korak h moze biti izuzetno mali (npr. h = 10719 pa se tako
derivacija moze izracunati do strojne preciznosti.

Implementacija kompleksne metode moze biti vrlo jednostavno ostvarena primjenom
nekog viseg programskog jezika' koji ne zahtijeva prethodno definiranje tipa varijabli, nego
je moguce automatski primjenom ugradenih funkcija definirati kompleksne varijable. U

tom slucaju kompleksna metoda se moze zapisati u obliku sljedec¢eg algoritma:

Algoritam 1 Racunanje gradijenta Vy f(x) primjenom kompleksne metode
Ulaz: n, h, x, f(x)
Izlaz: Vf(x)

1: x1l +x

2: for j =1tondo

3: xl; < complex(z;, h)
4: fl«+ f(x1)

. 8](;(;;]) . imag}yl(fl)
6: xl +x

7. end for

!Na primjer MATLAB ima ugradene funkcije complex(), imag(), real() itd. za rad s kompleksnim
varijablama.



Zadatak 1.1. Napisite program uw MATLABu (for-end petlja) koji ée racunati gradijent
funkcije vise varijabli primjenom kompleksne metode prema algoritmu 1.

Program ispitajte racunanjem gradijenta funkcije

T1T9sin(xs) + e*1%2
f(l'l,xg,l’g) - (l’ ) )
3

u tockama 1 = 1, 19 = 1.5, x5 = 0.5 za razlicite vrijednosti koraka h, npr. h = 107F

za k=1, 2, 3, ..., 50. Usporedite dobiveno rjesenje s analitickim za svaki korak h.

Analiticko rjesenje je

Of  xgsin(ws) + xoe™ ™

’

or, T3

of  xysin(xg) + x1€™172

Ory T3 ’

Of  —xixosin(wz) — M2 + 117973 cOS(73)
Ors 3 '
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