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Uvodne napomene

U ovim podlogama su zadaci namijenjeni rjesavanju na vjezbama iz kolegija Opca
teorija sustava za smjerove Mehatronika i robotika, te Racunalno inzenjerstvo. Ovdje
su prikazani zadaci s gotovim rjeSenjima bez dodatnih objasnjenja, pa kao takvi sluze
samo kao nadopuna osnovnoj literaturi [1, 2]. Pojedini zadaci su i preuzeti iz navedene
literature.

Za rjesavanje zadataka potrebna su predznanja iz osnova matematicke analize, ma-
tricne algebre i automatskog upravljanja, zato se u svrhu ponavljanja gradiva studenti/ce
upuéuju na npr. [3, 4,5, 6, 7]. Takoder, dobro ¢e doéi i poznavanje nekog od matematickih
programskih paketa.

Notacija koja se koristi je prilicno standardna. Matrice su predstavljene velikim, mas-
nim slovima. Svi vektori predstavljeni su malim masnim slovima. Skalarne veli¢ine su
predstavljene malim kosim slovima.

Prostor realnih vektora duljine n je oznacen s R", dok je prostor realnih matrica
dimenzije m x n oznacen s R™*". Komponente matrice A € R™*" oznacavamo s a;; za
i=1,2,...mij=12,...,n.

Simbol T ozna¢ava transponiranje matrice ili vektora. I, je jedini¢na matrica dimenzije
nxn, L,x, je matrica kojoj su svi elementi jednaki jedinici i 0,,x, je nul-matrica dimenzije
m X n, ili jednostavnije I, 1 i 0 ako se dimenzije mogu trivijalno odrediti iz konteksta.

Euklidska (p-2) norma vektora je oznacena s ||v||, dijagonalna matrica je oznacena s
diag(aq1, ag2, ..., Gny), determinanta matrice je oznacena s |A| ili det(A), adjungirana
matrica oznacena je s adj(A), rang matrice je oznacen s rank(A).

Kroneckerov produkt matrica A € R™*" i B € RP*? oznacen je s A ® B € R"P*"4,
Operator vec(-) prevodi matricu u vektor tako da stupce matrice postavlja jedan ispod

drugog.

Autori ¢e biti zahvalni svakomu tko upozori na greske ili predlozi dodatne i poboljsane
zadatke.



Fazne varijable stanja

1.1 Zadatak

Dinamika sustava opisana je sljede¢om diferencijalnom jednadzbom
3Y)+74(t) +y(t) +5y(t) = ult). (1.1)
Zapisite dinamiku sustava u obliku prostora stanja izborom faznih varijabli stanja.

Rjesenje:

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+ Bu,
(1.2)
y=Cx+Du,
gdje su:
T T
X:[h T $3] —[y Y ?J} , u=[ul,
0O 1 0 0 (1.3)
A=|0 0 1 ,Bzo,Cz[loo},D—Om
_5 _1 _7 1
3 3 3 3



1.2 Zadatak

Prikazite matematicki model sustava od NN elasticno spregnutih masa u obliku prostora

stanja.

Rjesenje:
Sustav od N elasticno spregnutih masa mozemo u opéem slucaju opisati sljedecom

diferencijalnom jednadzbom u matricnom obliku

My +Ky=F, (1.4)
gdje su
T T
Y=\ Y2 ... ?JN} ; FZ[fl fa ... fN] ,
-ml O |
o |0 ]
i 0 0 mN_ (15)
ki + ko —ks 0
_k2 k2+k3 —kig
K: O —]{33 ]{33+k4 O
L O O 0 . e —kN k]\[ + kN+1_

Prethodnu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku prostora stanja na sljedeci

nacin:
x=Ax+Bu, (1.6)
gdje su ]
X1 .
X = ]7X1:Y7 X2 =Y, u:Fa
X9
- (1.7)
A— Onvxn  Inxn B- Onxn .
_—M_lK Onxn M-!




1.3 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢om diferencijalnom jednadzbom
y(t) + 10y(t) = 10u(t) + 25u(t),
zapisite u obliku prostora stanja.

Rjesenje:

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+ Bu,
y=Cx+ Du,

gdje su:

x = [z1], u=[u], A=[-10], B=]1], C=[-240], D = [25].

1.4 Zadatak
Dinamiku sustava opisanu sljede¢om diferencijalnom jednadzbom
G(t) +y(t) = a(t) +u(t),
zapisite u obliku prostora stanja.

Rjesenje:

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+Bu,
y=Cx+Du,
gdje su: ]
X = xl], u = [ul,
_x2
0 —1 -1
A= 7B: aC:[O 1:|7D:]-1><17
10 1

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



ili sto je ekvivalentno

0 1
A=
-1 0

1.5 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢om prijenosnom funkcijom

s+3
s(s2+2s+2)

G(s) =

zapisite u obliku prostora stanja.

Rjesenje:

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+ Bu,
y=Cx+Du,
gdje su: )
X
X = |zy|, u=lu,
€3
00 0 3
A=[10 —2[, B=|1], C=0 0 1], D=0,
01 =2 0

ili sto je ekvivalentno

0 1 0

0
A=10 0 11, B=|0], C:[g 1 O}, D=0:x.
1

0 -2 =2

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



1.6 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢im diferencijalnim jednadzbama

Y(t) +yt) +3y(t) =t (t) + da(t) +ui(t),

(1.19)
£() = in(t) + i (t) + ua(D),
zapisite u obliku prostora stanja.
Rjesenje:
Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:
x=Ax+ Bu,
(1.20)
y=Cx+Du,
gdje su:
T T
X=|T1 T2 T3 T4 $5] ; W= [ul u2} )
[0 -1 =3 0 0] [0 0]
1 0 0 00 0 1 00100 (1.21)
A=10 1 0 00|, B=|1 0|, C= ; D =022
00001
0 0 0 00 01
00 0 1 0] 11
1.7 Zadatak
Dinamiku sustava opisanu sljede¢im diferencijalnim jednadzbama
Y(t) —3E(t) = Uq(t) — 201(t) + ua(t),
() =35(0) = () = 20a() + 10 o
Z(t) +39(t) = Ua(t) + 21ia(t) — ui(t),
zapisite u obliku prostora stanja.
Rjesenje:
Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:
x=Ax+ Bu,
(1.23)
y=Cx+ Du,



gdje su:

00 0 00O 0 1
10 0 000 -2 0
01 0 00 3 0 3
A= , B= ,
00 0 000 -1 0 (1.24)
00 0 100 0 0
00 -3010 -3 2
001000 10
C p— y pu—
0000001 0 1
1.8 Zadatak
Dinamiku sustava opisanu sljede¢im diferencijalnim jednadzbama
Y(t)+49(t) + z(t) = iia(t) + 2uq (1),
(t) ?{( )+ 2(t) '2( ) 1(t) (1.25)
2(t) +y(t) = i (t) + (),
zapisite u obliku prostora stanja. Takoder, odredite matricu prijenosnih funkcija.
Rjesenje:
Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:
x=Ax+Bu,
(1.26)
y=Cx+Du,
gdje su:
T T
X=|x1 X9 I3 .CE4] , U= [ul Uz} )
[0 -4 0 -1 1 —4
10 0 0 0 O
A. — bl B == Y
0o 1 0 O 0 (1.27)
0 0 -1 0 10
0010 00
C pr— 5 p—
0001 10




Matrica prijenosnih funkcija je:

s—1 s3
G(s) st 4452 -1 st +4s52 -1 (1.28)
S) = . .
st s34+ 452 +4s —2 —s?
st +4s52 -1 st +452 -1



Kanonske varijable stanja

2.1 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢om prijenosnom funkcijom

Y (s) 2s+1
U(s) s2+3s+2

zapisite u obliku prostora stanja izborom kanonskih varijabli stanja.

Rjesenje:

Izraz (2.1) mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

U(s) +3 U(s)

Y(s) = — )
(S) s+ 1 s+ 2

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+ Bu,
y=Cx+ Du,
gdje su: ]
X = Il], u = [ul,
_1.2
—1 0
A= 0 , B =141, C—[—l 3}7 D =0;4;.

10

(2.2)

(2.3)

(2.4)



2.2 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢om prijenosnom funkcijom

Y (s) 25> +3s+2
S Uls) (s+1)(s+2)”

zapisite u obliku prostora stanja izborom kanonskih varijabli stanja.
Rjesenje:
Izraz (2.5) mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

Us) , Uls) _, U
s+1 s+2 (s4+2)2

Y(s) =

Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+ Bu,
y=Cx+ Du,
gdje su:
T
X = |zy|, u=lu,
T3

-2 1 0

0 0 -1

2.3 Zadatak

Dinamiku sustava opisanu sljede¢im diferencijalnim jednadzbama

Z1(t) + 4 21(t) + 321(t) = u(t),
Zo(t) 4 6 29(t) + 8 22(t) = z.(1),

0
A= 0 -2 0 y B = 1 s C:|:—4 1 1:|, D:01><1.
1

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.9)

zapisite u obliku prostora stanja izborom kanonskih varijabli stanja. Izlazna varijabla je

y(t) = 2(1).

Rjesenge:

11



Bududi da je izlazna varijabla y(t) = 25(t) dobivamo sljedeée:

Y(s) = Zs(s), (2.10)

1
(s2+6s+8)(s2+4s+3) Us), (2.11)

1U(s) 1U(s) 1U(Gs) | 1U(s)

Y(s) =

Y(s) = — — : 2.12
()= 3532 65+4 6541 2543 (2:12)
Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:
x=Ax+ Bu,
(2.13)
y=Cx+ Du,
gdje su:
T
X= |z w3 3 x4 , w=[u,
-2 0 0 0
2.14)
0 —4 0 0 (
A=| 0 | B=t C=|- 1 1] D=0
o 0 0 -3
2.4 Zadatak
Dinamiku sustava opisanu sljede¢im diferencijalnim jednadzbama
Z1(8) +421(t) + 3 21(t) = ult) + 2u(t),
1(8) +42(8) + 32(t) = a(t) (t) (2.15)

55(1) + 6 5(t) + 8 20(t) = u(t) + ult),

zapisite u obliku prostora stanja izborom kanonskih varijabli stanja. Izlazna varijabla je
y(t) = 21(t) + 22(t).

Rjesenje:

Bududi da je izlazna varijabla y(t) = 21 (t) + 22(t) dobivamo sljedece

Y(s) = Z1(s) + Za(s), (2.16)

Y(s) = % U(s) + % Uls), (2.17)
1 U(s)  1U(B) 1U(s) | 3U(s)

Y(S)_§s+1 §s+3_§s+2+§3+4' (2.18)

12



Dinamika sustava u obliku prostora stanja je:

x=Ax+Bu,
y=Cx+Du,

gdje su:

T
X= |1 Ty I3 x4] , = [ul,

-1 0 0 O
0 -3 0 O

A= 7B:14><17C:|:% % _%
0o 0 -2 0

0O 0 0 -4

13
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(2.19)

(2.20)



Rjesenja linearnih sustava

3.1 Zadatak

T
Odredite rjesenje linearnog sustava za opée pocetne uvjete x(0) = [5510 3320} .

T1 = W To,
e (3.1)
Ztg = —WI.
Rjesenge: .
Rjesenje sustava x(t) = [xl xg] je:
x(t) = e*'x(0),
[ cos(wt) sin(wt)| |z
x(t) = ,
| —sin(wt) cos(wt)| |w2 (3.2)

[ 210 cos(wt) + xgo sin(wt)

x(t) = ] .

| —Z10 sin(wt) + g cos(wt)

3.2 Zadatak

Odredite matricu prijelaza sustava ako je matrica koeficijenata

A= [1 _2] . (3.3)

1 -1

Rjesenje:

14



Matrica prijelaza sustava je:

AL cos(t) +sin(t)  —2 sin(t) . (3.4)
sin(t) cos(t) — sin(t)
3.3 Zadatak
T
Odredite rjesenje linearnog sustava za opée pocetne uvjete x(0) = [3610 $20:| )
fEl =ax + bxz,
(3.5)
i’g = aTy.
Rjesenje:
T
Rjesenje sustava x(t) = [xl xQ] je:
x(t) = e*'x(0),
i at bt at
X(t) _ € € T10 ’
i 0 Gat T20 (36)
i at at
+ x99 bt
x(t) _ Tip€ TgypOle .
I 90 eat
3.4 Zadatak
T
Odredite rjesenje linearnog sustava za pocetne uvjete x(0) = |:l‘10 a0 xgo] =
T
[1 1 2} .
T1 = =211 + 29,
ij = _2I27 (37)
(’1.33 =1 — T2.
Rjesenje:

15



T
Rjesenje sustava x(t) = [;pl T $3] je:

3.5 Zadatak

T
Odredite rjesenje linearnog sustava za opée pocetne uvjete x(0) = [3710 3;20} primje-

nom Cayley-Hamiltonovog teorema.

iy =5z + V21,

(3.9)
jﬁ‘g = \/5371 -+ 41’2.
Rjesenje:
Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su:
det(AI—A)=0 = X\ =6, \y =3, (3.10)
na osnovu kojih se dobivaju
ap(t —ebt 4231
o)) _ : o (3.11)
Oél(t> §€6t—§€3t
T
pa je konacno rjesenje x(t) = [901 962} :
x(t) = e x(0) = [ao(t) T+ () A] x(0),
1 26t 4 31 V268t — 23] [y
x(t) =5 61 3t 6t 3t ’
3 _\/§e —V2e e+ 2e Za0 (3.12)
1 210 (268t + €3t) 4 290 (V25 — /2631)
x(t) = = :
3 |10 (V2€8! — V23") + g (€5 + 2%

16



3.6 Zadatak

T
Odredite rjesenje linearnog sustava za opée pocetne uvjete x(0) = [9510 Too T30
primjenom Cayley-Hamiltonovog teorema.
Y(t)+5y=0. (3.13)
Rjesenje:
Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su:
detAI—A)=0 = M\ =0, dy =iV5, A3 = —iV/5. (3.14)
na osnovu kojih se dobivaju
Oé()(t) 1
a(t)| = | JsintV5) |, (3.15)
as(t) L (1 — cos(tV/5))
T T
pa je konacno rjesenje x(t) = [ml To :1:3} = [y(t) y(t) y(t)] ;
x(t) = At x(0) = [ao(t) I+ ai(t) A+ as(t) AQ] x(0),
1 \/Lg sin(tv5) 1 (1—cos(tv5))| |z
x(t) =10 cos(tv/5) \/Lg sin(t v/5) Tog |
0 —+/5 sin(t/5) cos(tv/5) 30 (3.16)
_$1o + x99 \/ig sin(tv/5) + 230 £ (1 — cos(t v/5))
x(t) = Lo cos(t v/5) + T3 \/Lg sin(tv/5)
—290 /5 sin(t v/5) + 239 cos(t/5)

17



3.7 Zadatak

Odredite rjesenja y(t), z(t), w(t) sustava diferencijalnih jednadzbi za pocetne uvjete

y(0) =0, y(0) =1, 2(0) = 2, w(0) = 3 primjenom Cayley-Hamiltonovog teorema.

A1) —52(t) =0, (3.17)

Rjesenje:

Prve dvije diferencijalne jednadzbe iz sustava su linearne u kojima imamo samo po
jednu zavisnu varijablu y(¢) i z(t), pa ih mozemo rijesiti svaku zasebno.

Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata A sustava opisanog prvom jednadzbom

Su:
detOAT—A) =0 = A\ =2, \p = —3. (3.18)

na osnovu kojih se dobivaju

ety 2e
; ; : (3.19)
5 5

pa je konacno rjesenje x(t) = [xl To

x(0) = [9010 xzo}T = [y(O) y(o)]T = [0 1}T:
et e
S8t 22ty §€3t] L] ’ (3.20)

Rjesenje druge diferencijalne jednadzbe iz sustava za pocetni uvjet z(0) = 2 lako se

dobiva:
2(t) = 2e°". (3.21)

Sada treca diferencijalna jednadzba sustava postaje

W(t) = z(t)y(t) = —e't — ge , (3.22)

18



Cije je rjeSenje za jedan zadani pocetni uvjet w(0) = 3 sljedece:

303 1 , 1, 2 .
w(t) = + -t +tw(0) Tk —|—245e.

S (3.23)

3.8 Zadatak

Odredite rjesenja homogenog linearnog sustava primjenom Cayley-Hamiltonovog te-

T
orema za opée pocetne uvjete x(0) = [xm xQO] ako je matrica koeficijenata:

-1 -1
A= L _3] | 21

Rjesenje:

Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su:
det(AI—A)=0 = M\ =Xy =—2,. (3.25)

na osnovu kojih se dobivaju

ap(t)| e +2te?! (3.26)
a()] te 2t 7 ‘
T
pa je konacno rjesenje x(t) = [xl 932} :
x(t) = e x(0) = [ao(t) I + ay(t) A] x(0),
(0 (02t 4 ¢ o2t —te 2t 210
X - )
| te™ e 2t —te 2| |my (3.27)

210 (€72t + te™2t) — 290t 621

Tiot e 2t mgy (€72 — te™?t)

19



Transformacija stanja

linearnih sustava

4.1 Zadatak

Dinamicki sustav opisan matricama u prostoru stanja

0
1 00 11

, D= . (4
010 10

10 2 1
A=|0 o0 1], B=|o0o 1|, C=
45 10

prevedite u kanonsku formu

Rjesenje:

Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su:

Za stupce modalne matrice P odabiremo svojstvene vektore matrice A:

1 1 1 ) U I

P= |2 _ pt_2V) 3. 4,
2 —2 5|, derP) ~ s |0 2 3 (4.3)
4 4 25 16 0 -4

Dobro je uociti da je matrica P u Vandermomdovoj formi svojstvenih vrijednosti matrice

A.

20



Transformacije matrica sustava u kanonsku formu su:

19 13 7
. 2 12
A—p'aP—|0 20| B=pP'B= |2 3|
4 28
0 0 L (4.4)
L 3 21 4
. 1 1 1 A
C—CP-= D=D
2 —2 5

4.2 Zadatak

Dinamicki sustav opisan matricama u prostoru stanja

-2 0 0 2 3
2 01 2 20
A=|2 -3 0|,B=[10 1], C= , D= , (45)
11 2 001
1 1 —4 1 2 =2
prevedite u kanonsku formu.
Rjesenje:
Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su: A\ = =2, Ay = =3, A3 =
—4.

Za stupce modalne matrice P odabiremo ne-nul stupce matrice adj(A\; I — A):

2 0 0 () ' -10 0
_ ad]j
P= _ P! = = - |= ) 4.6
4 1 0f, det(P) 5 4 2 0 ( )
3 -1 1 -1 2 =2

Transformacije matrica sustava u kanonsku formu su:

1 3 1
-2 0 0 2 2
A=P'AP=|0 -3 0|, B=P'B=1(3 6 1|,
0o 0 —4 X 7 3 (4.7)
2 2]
. 7T -1 1 R
12 -3 2

21



4.3 Zadatak

Ako je matrica koeficijenata sustava:

-1 -1 0
A=|-1 0 -1], (4.8)
-1 2 =2

odredite matricu koeficijenata u kanonskoj formi i modalnu matricu.

Rjesenje:

Svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata sustava A su:

Transformacija matrice A u kanonsku (Jordanovu) formu je:
A=P'AP=|0 -1 1/|. (4.10)

Provjera: Bududi da je r = rank(A; I — A) = 2, broj jedinica iznad glavne dijagonale
matrice A treba biti k+r—n = 2, gdje je k = 3 broj ponavljanja svojstvenih vrijednosti,
an = 3 red sustava. v’

Buduci da se svojstvene vrijednosti ponavljaju, stupce modalne matrice P odabiremo iz

d .
adj(AI—A)i Y adj(AI — A), te rjesavanjem jednadzbe AP = P A:

1 0 1 (P 0 1 -1
_; adj
P _ p!— —lo — . 4.11
0 -1 0], Tot(P) 0 -1 0 (4.11)
-1 -1 0 1 -1 1

4.4 Zadatak

Odredite modalne matrice ako su matrice koeficijenata sustava:

a)

0 1 0
A=|0 0o 1], (4.12)
—6 —11 —6

22



0 1 0
A=]l0 0 1]. (4.13)
—8 —12 —6

Rjesenje:

Buduéi da su matrice koeficijenata u Frobeniusovoj formi modalnu matricu mozemo
izabrati u Vandermondovoj formi.
Svojstvene vrijednosti matrice pod a) su \; = —1, Ay = —2, A3 = —3, pa za modalnu

matricu mozemo izabrati

1 1 1 1 1 1
PYEDYIIDY: 1 4 9
Svojstvene vrijednosti matrice pod b) su A\; = Ay = A3 = —2, pa ¢emo za stupce modalne
o . dpr 1 &pi| 17
matrice izabrati P = [pl 2 W , gdje je p1 = [1 A\ )\1} :
1 0 0 1 0 0
P=|\ 1 0|=[-2 1 of. (4.15)
Ao2) 1 4 -4 1

4.5 Zadatak

Neka je zadana matrica koeficijenata sustava A dimenzije 3 x 3 kojoj su svojstvene
vrijednosti Ay = 0 + 1w, \a = 0 —iw i A3 € R. Izvedite izraze za matrice sustava u

kanonskoj formi koje ¢e biti u prostoru realnih matrica.

Rjesenje:
Transformirana matrica koeficijenata u prostoru C3*3 ima sljede¢i oblik:
o+iw 0 0
Af=| 0 os—iw 0| =P AP (4.16)
0 0 A3

Modalna matrica sustava je takoder P € C3*3. Kako bi dobili matricu A € R**® potrebno
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je provesti sljede¢u transformaciju:

1 1
= Ly
2 2
A=K 'A'K, glieje K= |1 i 0 (4.17)
2 2
0 0 1
Ako uvedemo T = P K koja je T € R**3 tada mozemo pisati:
A=T'AT, B=T!'B, C=CT, D=D, (4.18)

¢ime sve matrice postaju realne.
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Upravljivost 1 osmotrivost stanja

linearnih sustava

5.1 Zadatak

Za koje vrijednosti parametra a sustav opisan jednadzbama

T1 = —ax+ 32+ u,
To = —x1 + 3ax9 + 2au,

Yy=ary — I,
nema potpuno: a) upravljival stanja, b) osmotriva® stanja.

Rjesenje:

Matrice koeficijenata, ulaza i izlaza sustava su:

—a 3 1
A=  B= ,cz[a _1}.
-1 3a 2a
Matrica upravljivosti stanja sustava je
1 S5a
E= [B AB} - .
2a 6a®—1

(5.1)

(5.2)

(5.3)

Sustav ima potpuno upravljiva stanja ako je rank(E) = n, gdje je n red sustava. Buduéi

da je E kvadratna matrica imamo rank(E) = n ako i samo ako det(E) # 0, pa sustav

nec¢e imati potpuno upravljiva stanja za

1

det(E) = —4a* —1=0 = a;5 = +5.

lengl. Controllability
2engl. Observability
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Matrica osmotrivosti stanja sustava je

C
CA

H =

a —1
a7 .

Sustav ima potpuno osmotriva stanja ako je rank(H) = n, gdje je n red sustava. Buduéi
da je H kvadratna matrica imamo rank(H) = n ako i samo ako det(H) # 0, pa sustav

nec¢e imati potpuno osmotriva stanja za

detH)=1-a>=0 = ajo=*+1. (5.6)

5.2 Zadatak

Za koje kombinacije vrijednosti parametara a i b sustav opisan matricama u prostoru

stanja
-2 0 -1 a b 3 9
a
A=12 —4 —-1|, B=1|4 5|, C= , D = 09x2, (5.7)
b 2 6
-1 0 =2 4 3

nema potpuno: a) upravljiva stanja, b) osmotriva stanja.

Rjesenje:

Zadatak ¢emo rijesiti primjenom modalne analize. Za stupce modalne matrice P ¢emo
izabrati normirane svojstvene vektore matrice A. Svojstvene vrijednosti matrice A su:
A = —1, Ay = =3, A3 = —4. Rjesavanjem svojstvene zadate Av, = \;v; za1=1,2,3

dobivamo normirane svojstvene vektore

- 1 - — 1 -
V3 V3 0
1 1
Vi = ﬁ , Vg = % , V3 = 1 (58)
1 1 0

Modalna matrica je:

11 i B
V3 V3 3 Yy
11 .
P=lvi v v =| ﬁl’P_?og' (5.9)
1 1
_—ﬁﬁo_ 11 0




Transformirana matrica ulaza je:

— b =
a\/§_2\/§ \/5_3\/5
2 2 2
B_P'B=la 3 03 b\/§+3\/§ _ (5.10)
2 2 2
| 4-a 5—0b ]

Uvjet potpune upravljivosti stanja je da matrica B nema niti jedan nul-redak iz cega

slijedi da sustav nema potpuno upravljiva stanja za sljedece kombinacije parametara:

a=4ib=2>5,
a=4ib=3, (5.11)
a=—4ib=-3.

Transformirana matrica izlaza je:

C=CP= (5.12)
b\/§_4\/§ b\/§+8\/§ )
3 3 3 3

Uvjet potpune osmotrivosti stanja je da matrica C nema niti jedan nul-stupac iz cega

slijedi da sustav nema potpuno osmotriva stanja za sljede¢e kombinacije parametara:

a=—-1ib=4,
a=-51b=-8.

(5.13)

5.3 Zadatak

Za koje kombinacije vrijednosti parametara a i b sustav opisan matricama u prostoru

-1 3
A:[

stanja
3

a

, B= , C= [1 b], D = 041, (5.14)

2 =2

nema potpuno: a) upravljiva stanja, b) osmotriva stanja.

Rjesenje:
Analizu upravljivosti i osmotrivosti provest ¢emo u kompleksnoj (Laplaceovoj) domeni.

Za analizu upravljivosti potrebna nam je matrica prijenosnih funkcija izmedu vektora
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ulaza i vektora stanja sustava

3s+3a+6

$2 4+ 35 — 4 (5.15)
as+a+6 |

s2+3s—4

Ako u matrici prijenosnih funkcija izmedu ulaza i stanja G4(s) nema krac¢enja polova i
nula, tada sustav ima potpuno upravljiva stanja. U dobivenoj matrici prijenosnih funkcija
doé¢i ¢e do kracenja nula i polova, tj. sustav nece imati potpuno upravljiva stanja za

sljede¢e kombinacije parametra a:
a=2ilia=-3. (5.16)

Za analizu osmotrivosti potrebna nam je veza izmedu vektora izlaza i vektora pocetnih

uvjeta stanja sustava

Y(s) = Gy(s) Xo,
S+204+2  bs+b+6 (5.17)
s2+4+3s—4 s$24+3s—4|"

G,(s)=C(sI-A)"'=
Ako u matrici G,(s) nema kracenja polova i nula, tada sustav ima potpuno osmotriva

stanja. U dobivenoj matrici doé¢i ¢e do kracenja nula i polova, tj. sustav neée imati

potpuno osmotriva stanja za sljedec¢e kombinacije parametra b:

bzlilib:—g. (5.18)
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Sinteza regulatora stanja

linearnih sustava

6.1 Zadatak

Provedite sintezu statickog regulatora stanja za sustav u matri¢noj formi

1 -1 1 0| |x 0
i3 0 0 2| |z 1

tako da svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata zatvorenog sustava (polovi sustava)

budu A\y1 = —1, A\j2 = —2, A\g3 = —4, a stacionarno stanje varijable x; bude z] = 1.

Rjesenje:

Linearni staticki regulator za zadani sustav opisan je sljede¢im zakonom upravljanja
u=-Kx+w, (6.2)

gdje su K = [kl ko k’s] matrica konstantnih pojacanja i w referentni vektor vodenja.

Matrica koeficijenata zatvorenog sustava je

-1 1 0
A,=A-BK=|0 1 1. (6.3)
—ky —ky 2— ks

Zeljeni karakteristi¢ni polinom zatvorenog sustava je:

(A= Aa1) (A= Aa2) (A= Aaz) = A2+ TN + 14X +38, (6.4)
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dok je karakteristi¢ni polinom matrice A
detOAT—Ay) =N+ (ks —2) A2 + (kg — ) AN+ kg + ko — k3 + 2. (6.5)
Izjednacavanjem (6.5) sa (6.4) dobivaju se:
ki =0, ky=15 k3=0. (6.6)
Jednadzba stacionarnog stanja zatvorenog sustava je
A,x"=—-Buw, (6.7)

¢ijim se rjesavanjem dobiva referentni vektor vodenja kojim se ostvaruje zeljeno staci-

onarno stanje 7 = 1, w = 8, pa zakon upravljanja u konacnom obliku glasi:

x1
u:—[o 15 9] v | +8. (6.8)

X3

6.2 Zadatak

Provedite sintezu statickog regulatora stanja za sustav opisan matricama u prostoru

stanja
1 1 0 0 0 10 0
A=|(0 1 1|, B=|1 0], C:[ ] (6.9)
0 0 1
-1 0 -1 01

tako da svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata zatvorenog sustava (polovi sustava)

budu A\g; = —1, A2 = —2, \g3 = —3, a stacionarna stanja izlaznih varijabli budu 1.

Rjesenje:

Linearni staticki regulator za zadani sustav opisan je sljede¢im zakonom upravljanja
u=-Kx+w, (6.10)

gdje su matrica konstantnih pojacanja

ki1 k2 k
K _ |t Rz R ’ (6.11)
ko1 Koz ka3
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iw= [wl wz} ' referentni vektor vodenja.

Opisani sustav mozemo podijeliti na dva podsustava s obzirom na upravljacke va-
rijable, tj. sintezu zakona upravljanja u; mozemo provesti za podsustav kojeg opisuju
varijable x1 i 9 uz odgovarajucu eliminaciju varijable x3, dok sintezu zakona upravljanja
uy mozemo provesti za podsustav kojeg opisuje varijabla x3 uz odgovarajucu eliminaciju
varijable x;.

Matrice podsustava kojeg opisuju varijable x1 i x5 su

[1 1
A, =

) BIZ
01

0] . (6.12)

Upravljacki zakon za podsustav kojeg opisuju varijable x; i x5 je

X1

Uy = — |:k’11 ]{312:| +wy — ]{513I3. (613)

———
K1

X2

Za eliminaciju varijable z3 iz prvog podsustava potrebno je da bude ki3 = 1. Karakteris-

ti¢ni polinom prvog podsustava je
det(AI— (A; — BK))). (6.14)

Ako za zeljene svojstvene vrijednosti prvog podsustava uzmemo Ay = —1, A2 = —2 tada
se dobivaju pojacanja ki3 = 6 1 ko = 5.

Upravljacki zakon za podsustav kojeg opisuje varijabla z3 je

Ug = —k’glxl — k22$2 — k‘ggl?g —+ wsy. (615)
Za eliminaciju varijable x; iz drugog podsustava treba biti ky; = —1, dok je koo = 0.
Buduéi da za svojstvenu vrijednost (pol) drugog podsustava sada uzimamo A;3 = —3

direktno dobivamo kg3 = 2.
Zeljena stacionarna stanja zt = 1 i x5 = 1 bit ¢e ostvarena za wy = 21 wy = 3, pa

zakon upravljanja u konacnom obliku glasi:

6 5 1] [2
el "
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6.3 Zadatak

Provedite sintezu statickog regulatora stanja za sustav opisan matricama u prostoru

stanja
01 -2 110
A=1{(21 -3, B=|01 2, (6.17)
0 3 1 0 01

tako da svojstvene vrijednosti matrice koeficijenata zatvorenog sustava (polovi sustava)

budu \g; = —2, A\g2 = —3, A\g3 = —4, a stacionarna stanja varijabli budu 1.

Rjesenje:

Linearni staticki regulator za zadani sustav opisan je sljede¢im zakonom upravljanja
u=-Kx+w, (6.18)

gdje su matrica konstantnih pojacanja

ki ko ks
K= |k ko kol (6.19)
_k’31 ksa k33
i referentni vektor vodenja
- T

Treba uociti da je matrica B gornje trokusta i da su joj na glavnoj dijagonali svi ele-
menti razliciti od 0, pa prema tome je regularna, tj. postoji B™!. Za matricu koeficijenata

zatvorenog sustava mozemo odabrati
Acl = diag()\dl, )\dg, )\dg) = diag(—Q, —3, —4) (621)

Sada matricu pojacanja K mozemo direktno dobiti rjeSavanjem matri¢ne jednadzbe

A, =A - BK,
0 3 11 (6.22)
K=B'A-A,) =2 -2 —13
0 3 5

Referentni vektor vodenja kojim se ostvaruje zZeljeno stacionarno stanje mozemo di-
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rektno dobiti rjeSavanjem matri¢ne jednadzbe

Ach* = —BW,
7 (6.23)
w=-B A ,x* = |-5
4
Zakon upravljanja u kona¢nom obliku glasi:
0 3 11 1 7
u=-—[2 —2 —13| |z| + |-5]. (6.24)
0 3 5t T3 4
6.4 Zadatak
Dinamika sustava opisana je u prostoru stanja
[ 0
$'1 _ apn a2 |21 I “,
9 a1 Q99 T2 b2
(6.25)

y = [1 o} lzj .

Provedite sintezu linearnog regulatora stanja koji ¢e omoguciti asimptotsko slijedenje

kontinuirane referentne trajektorije y4(t).

Rjesenje:

Definirajmo pogresku slijedenja kao razliku izlazne varijable i referentne trajektorije

e(t) = y(t) — ya(t). (6.26)

Zakon upravljanja treba omogucéiti da e(t) asimptotski konvergira prema nuli. Kako bi
odredili takav zakon upravljanja potrebno je jednadzbu pogreske (6.26) derivirati sve dok

se u njoj ne pojavi upravljacka varijabla. Druga derivacije pogreske je
é(t) = (afy + ar2a21)z1 + (a11a12 + a12a22)T2 + ar2bou — Gia(t). (6.27)

Izraz (6.27) predstavlja diferencijalnu jednadzbu dinamike pogreske koja da bi imala rje-
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Senje e(t) koje asimptotski konvergira prema nuli treba biti u obliku
é(t) + kpé(t) + kpe(t) =0, za kp >0, kp > 0. (6.28)

Upravljacka varijabla koja iz (6.27) daje (6.28) je

1 . .
u = _ﬁ [(a%l + 66126121)1'1 + (analg + a12a22)$2 — yd(t) + ]{DG + kpe} s
1202
" a?y + apam + kpayy + kp oo G + a12a22 + kpaio - Ya + kpYa + kpyq
- 1 — 2 )
o a12b2 o a12b2 a12b2
& ks M
Iy
U= — |:]{?1 ]{?2:| + w.
45

(6.29)

6.5 Zadatak

Na kolica mase 2 kg djeluje horizontalna upravljacka sila. Trenje i elasticne sile su
zanemarive. Provedite sintezu linearnog statickog regulatora koji ¢e osigurati asimptotski
stabilno pozicioniranje kolica na udaljenosti 1 m. Polovi sustava neka budu \; = —1,
)\2 = —2.

Rjesenje:

Dinamika sustava opisana je sljede¢om diferencijalnom jednadzbom
mij(t) = F. (6.30)
Ako izaberemo x; =y, vo = 3, u = F' tada je dinamika sustava u obliku prostora stanja
T 0 1| |z 0
'1 _ o "
i) 0 0 To %
x
Y= [1 0} [ 1] .
)

Definirajmo pogresku pozicioniranja kao razliku izlazne varijable i referentne pozicije

(6.31)

e(t) =y(t) —ya(t) = x1 — 1. (6.32)
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Druga derivacija pogreske je
1
é(t) = —u. 6.33
é(t) —u (6.33)

Za stabilno asimptotsko pozicioniranje diferencijalna jednadzba pogreske treba biti oblika
é(t) + kpé(t) + kpe(t) =0, za kp >0, kp > 0. (6.34)
Zakon upravljanja kojim se to ostvaruje je

u = —Qk’Dé — 2]{5136,

u = _2]{;]31;1 — QkDIQ + Qkpa (6 35)

X1

U= — |:2]€p Qkp] + 2]€P

X2

Matrica koeficijenata zatvorenog sustava je Frobeniusovoj formi

0 1
Ay = , (6.36)
—kp —kp

koja mora imati karateristicni polinom (A + 1)(A +2) = A\? + 3\ + 2, tako da direktno

slijede iznosi pojacanja kp = 2, kp = 3.
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Ljapunovljeva analiza stabilnosti

7.1 Zadatak

Pokazite da je ravnotezno stanje sustava

jjl = T2,
(7.1)
Ty = —x‘z’ — x%,
globalno asimptotski stabilno u smislu Ljapunova. Kandidata za Ljapunovljevu funkciju
uzmite
1 1

Rjesenje:

Derivacija Ljapunovljeve funkcije je:

o = dx_{@V oV

“ox at |om a—m}'“")’

V(x) = [x:{’ xg] : [ 52 3] = <.
-] — 75

Bududi da je derivacija Ljapunovljeve funkcije negativno semidefinitna, kako bi poka-
zali globalnu asimptotsku stabilnost trebamo LaSalleov princip invarijantnosti, tj. korolar
koji slijedi iz njega:
Ako skup Q = {X e R"|V(x) = 0} ne sadrzi druga rjesenja osim trivijalnog x(t) = 0,
tada je ravnotezno stanje globalno asimptotski stabilno.

Treba primijetiti da V(x) = 0 implicira x5 = 0, dakle imamo Q £ {x € R*|z, = 0}.

Neka je x(t) rjesenje koje istovjetno pripada u

() =0 = i) =0 = 25t) =0 = x.(t) =0. (7.4)
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Prema tome, jedino rjesenje koje moze ostati istovjetno u € je trivijalno x(¢) = 0. Dakle,

mozemo zakljuciti da je ravnotezno stanje globalno asimptotski stabilno.

7.2 Zadatak

Komentirajte stabilnost ravnoteznog stanja sustava

—x1 + 22%2
x=f(x)=| = "1 2] : (7.5)
u smislu Ljapunova. Kandidata za Ljapunovljevu funkciju uzmite
V(x) = 2] + 3. (7.6)
Rjesenje:
Derivacija Ljapunovljeve funkcije je:
. oV dx ov oV —11 + 203
V=5 @ T [a— aﬂ A6 = [201 2| ] |
V(x) = =222 + dalxy — 202 = =222 — 22%(1 — 22125).
Derivacija Ljapunovljeve funkcije bit ¢e negativno definitna za
1
1—22129 >0 = 2122 < 5 (78)
Prema tome imamo
. 1
V(x) >0, V(x) <0, vxc D\ {0}, D= {x € R?|z125 < 5} : (7.9)
iz ¢ega zakljucujemo da je ravnotezno stanje lokalno asimptotski stabilno.
7.3 Zadatak
Dinamika sustava opisana je sljede¢im diferencijalnim jednadzbama
.i?l = —x1 + X9,
(7.10)

iy = sin(xy) + 27 + .
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Odredite zakon upravljanja u = «(z1, x2) koji ¢e omoguéiti stabilizaciju sustava u okolini

ravnoteznog stanja u smislu Ljapunova. Kandidata za Ljapunovljevu funkciju uzmite

1 1
V(x) = 53:% + 5;1:3. (7.11)

Rjesenje:
Derivacija Ljapunovljeve funkcije je:

: oV dx ov. oV —T1 + T
Vx)=5——=|7— +—| flx) = :
(x) ox dt [89&1 83:2] ) [xl 56'2:| [sin(xl) + 22 +u

(7.12)
V(x) = —22 + 1y (z1 +sin(z1) + 27 +u) .

Uvjeti globalne asimptotske stabilnosti ravnoteznog stanja u smislu Ljapunova su
V(x) > 0, V(x) < 0, Vx # 0, koji ¢e biti ispunjeni za zakon upravljanja u sljede¢em
obliku

u = ary,29) = —11 — ] — sin(x;) — To. (7.13)

7.4 Zadatak

Dinamika mehanickog njihala pokretanog istosmjernim elektromotorom u vertikalnoj

ravnini opisana je sljede¢im diferencijalnim jednadzbama

Ji+Bi+ K¢ +mglsin(q) = K, i, (7.14)
diy, . .
Lad_zt  Ryig+ Ky = ug, (7.15)

gdje su ¢ kut zakreta njihala [rad], T" ulazni moment [Nm], J ukupni moment tromosti
oko osi koja prolazi zglobom [kgm?|, B koeficijent prigusenja [Nms/rad], K koeficijent
elasti¢nosti [Nm/rad3], m masa njihala [kg], | udaljenost tezista od osi zgloba [m], g
akceleracija sile teze [m/s?], u, napon armature motora [V], i, struja armature motora [A],
R, ukupni radni otpor armaturnog kruga motora [2], L, ukupni induktivitet armaturnog
kruga motora [H|, K; momentna konstanta motora [Nm/A] i K, naponska konstanta
motora [Vs]. Zbog jednostavnosti promatramo slucaj za K; = K.

Potrebno je odrediti uvjete stabilnosti, u smislu Ljapunova, zatvorenog sustava ako je

zakon upravljanja u, = —Kpgi,.
Rjesenge:
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U konstrukciji Ljapunovljeve funkcije primijenit ¢emo koncepte disipativnosti i pasiv-
nosti. Kod mahanickog podsustava preslikavanje momenta 7 = K, i, (ulazna varijabla) na
kutnu brzinu ¢ (izlazna varijabla) je pasivno, a kod elektri¢nog podsustava preslikavanje
napona u, (ulazna varijabla) na struju 7, (izlazna varijabla) je pasivno. Zbog toga ¢emo

jednadzbu (7.14) pomnoziti s ¢, a jednadzbu (7.15) ¢emo pomnoziti s i,, ¢ime dobivamo

JGG+ B¢+ Kq¢*q+mglsin(q)§ = Kii,q,

di, (7.16)
Laé io + Rai? + K, Gi, = —Kp 2.
Zbrajanjem prethodne dvije jednadzbe dobivamo
dig . : : :
Jig+ Kqg*g+mglsin(q)§—+ Lad—ztza =B — Ryi2 — Kgpi2. (7.17)

Nadalje, prethodni izraz mozemo napisati u sljede¢em obliku

d |1 1 1

713 J @+ 1Kq4 +mgl(1—cos(q)) + §Lai§ = —B¢*— (R, + Kg)i.  (7.18)
Izraz u uglatoj zagradi predstavlja kandidata za Ljapunovljevu funkciju V(q, ¢,i,) > 0
Sto je ujedno i ukupna energija sustava, dok izraz na desnoj strani jednakosti predstavlja
derivaciju Ljapunovljeve funkcije V(q,q,7.). Uviet V(q,qd,i,) < 0 ée biti ispunjen za
R,+ Kg > 0.

7.5 Zadatak

Rjesavanjem Ljapunovljeve jednadzbe komentirajte stabilnost ravnoteznog stanja sus-

tava
jfl = —T1 — 21‘2,

(7.19)

jﬁ'g =T — 41}2.

Rjesenje:

Matrica koeficijenata zadanog homogenog sustava je:

-1 =2
[ o

Ljapunovljeva jednadzba linearnog homogenog sustava je:

ATP+PA=-Q, P=PT>0, Q=Q">0. (7.21)
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Ljapunovljevu jednadzbu mozemo rijesiti primjenom Kroneckerovog produkta i ope-

racije vektorizacije, ¢ime dobivamo
|::[2><2 0% AT -+ AT X I2><2:| : VeC(P) = —VeC(Q). (722)
Ako za matricu Q izaberemo jedinicnu matricu tada je rjesenje prethodne jednadzbe:

vec(P) = — [y @ AT + AT @ Inyo) - vec(Ipxz),

P11 23/60 (7 23)
—7/60 23/60 —7/60 ’
vec(P) = Pl / = P= / / > 0.
P12 —7/60 —7/60 11/60
D22 11/60
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Zadaci za ponavljanje gradiva s nizih

godina studija

A.1 Zadatak

Odredite sljedece derivacije (a, b, c = const.):

d asin(bt)],

1. —
dt[

d

2. —
pp [a cos(bt)],
d

3. [ae®],

dt

4. — [ae" sin(ct)],

{t“ + sin(bt)]

d
dt
d
dt et + 1

d.

A.2 Zadatak

Odredite sljedeée integrale (a,b = const.):

t
1. / atdT,
0

t
4. / sin(ar)dr,
0

t
5. / are’dr,
0
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t
at sin(br)dr,

S~

t
e sin(br)dr.

S—

A.3 Zadatak

Zbrojite sljedete matrice:

0 35 [1 -1 4
+ =7
[—7 0 3] [2 7 —9]

A.4 Zadatak

Pomnozite sljedeée matrice/vektore:

1
[2 4 —2]- 21 =7,
3
135 [2 4 6
2 5 1| -8 10 12| =7,
2 3 8 14 16 18
o3 =3
2 1 —4
2 5 —1 8| ="
-3 0 5
. -1 2 0 2
A.5 Zadatak
Transponirajte sljede¢e matrice:
T T
1 2 2
3 5 3| =7, =7
5 1 8
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A.6 Zadatak

Sljedec¢e matrice svedite na esalonsku formu:

1 22 31 3 -1 7 39
L2503 2 4 46 2 2 2 2 75
2 4 6 9|, , (A4)
36 69 6 -5 9 3 4
2 6 76
1 2 4 5 3 -2 37
A.7 Zadatak
Odredite rang sljede¢ih matrica
1 2 3]
01 2 10 21 1 21 -1 2 6 8
121, 0242, |95 . 1260 (A.5)
2 7 8 0 2 21 71 0 4 1 2 5
3 8 0]
A.8 Zadatak
[zracunajte euklidske norme sljedec¢ih vektora
-2 2
4 1
, . A6
0 —4 (4-6)
10 —2
A.9 Zadatak
Za matrice
-4 1 =7 -3 1 -3
0 -1 —1|, {20 3 10 (A.7)
0 1 2 =2 4
odredite:

a) svojstvene vrijednosti,

b) svojstvene vektore,
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c¢) determinantu,
d) adjung,

e) inverz.

A.10 Zadatak

Rijesite sljedecu diferencijalnu jednadzbu za opée pocetne uvjete

y(t) +9y(t) + ky(t) =0, (A.8)

gdje su g i k realne pozitivne konstante.

A.11 Zadatak

Dinamika sustava opisana je sljede¢om diferencijalnom jednadzbom:
2D () + 8i:(t) + 162;(t) = —iy(t) + 4wy (1), (A.9)

gdje je x;(t) izlazna varijabla, a x,(t) ulazna varijabla. Primjenom Laplaceove transfor-

macije odredite
a) prijenosnu funkciju sustava,

b) prijelaznu i tezinsku funkciju sustava za x;(0) = 1 dok su ostali pocetni uvjeti jednaki

0.

A.12 Zadatak

Primjenom algebarskih kriterija po Routhu i Hurwitzu komentirajte stabilnost sustava

s obzirom na realne konstante K, Kp i K; kojemu je karakteristicna jednadzba:
1. 58% 4+ 65>+ (Kg+ 16)s + 15 =0,
2. 83+ 6s°+ (Kr+6)s+1+2Kp =0,
3. s+ 3553 4+ 375s% + 20005 + 125Kz + 5000 = 0,

4. s* +12s% +46s* + (2Kp + 52)s + 2K, = 0.
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