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1 | Pregled literature

Navodimo pregled literature po pojedinim nastavnim cijelinama. Veéi dio navedene
literature dostupan je u elektronickom formatu (pdf, djvu).

Nastavne cjeline kolegija Opca teorija sustava:

1. RjeSenje linearnih multivarijabilnih sustava.

Literatura: [1], Ch. 10; [2], Ch. 4, 5; [3], Ch. 9; [4], Ch. 11; [5], Ch. 11; [6], Ch. 5,
10; [7];

2. Kontrolabilnost, observabilnost, senzitivnost.

Literatura: [1], Ch. 10; [8], Ch. 2; [2], Ch. 8; [9], Ch. 9; [10], Ch. 4; [7];

3. Signali i sustavi; £ norma signala. Barbalat lema.

Literatura: [1], Ch. 10; [11], Ch. 3; [12], Ch. 2; [13], Ch. 4, 5; [14], Ch. 4; [15], Ch.
2;

4. Lyapunovljeva analiza stabilnosti. LMI.

Literatura: [16], Ch. 3, 4; [17], Ch. 4; [2], Ch. 9; [5], Ch. 13;

5. Lyapunov-like analiza stabilnosti. Invarijantni skupovi.

Literatura: [18], Ch. 3; [16], Ch. 4;

6. Analiza stabilnosti slozenih sustava.

Literatura: [17], Ch. 9;

7. Koncept disipativnosti i pasivnosti dinamickih sustava.

Literatura: [17], Ch. 6; [19], Ch. 8, 11; [20], Ch. 1; [21]; [22], Ch. 2;

8. Port-controlled Hamiltonian systems.

Literatura: [19], Ch. 8;

9. Perturbacijska analiza nelinearnih sustava.



Poglavlje 1. Pregled literature

Literatura: [17], Ch. 9, 10, 11; [23], Ch. 1; [24], Ch. 2, 7, 9;

10. Princip internog modela.

Literatura:

11. Robusno (H.,) upravljanje.

Literatura: [1], Ch. 16; [8], Ch. 7, 8, 9; [11], Ch. 6; [25]; [20], Ch. 4; [26]; [14];
12. Redukcija reda modela linearnih i nelinearnih sustava.
Literatura: [27], Ch. 2; [28], Ch. 3, 8; [29], Ch. 9;

13. Matematicke osnove analize dinamickih sustava.
Literatura: [30]; [31]; [32]; [24]; [33]; [34];

14. Vjezbe, seminari.

Literatura: [35], Ch. 5.1;



2 | Linearni multivarijabilni

sustavi

2.1. Dinamicki model linearnih sustava

Linearni vremenski-varijabilni kontinuirani dinamicki sustavi mogu se prikazati sli-

jede¢im jednadzbama stanja

gdje je

x(t) € R™ - vektor stanja,

u(t) € R™ - vektor upravljanja,

y(t) € RP - vektor izlaza.

Nadalje,

A(t) € R™" je vremenski promjenjiva matrica koeficijenata sustava,

B(t) € R™™ je vremenski promjenjiva matrica ulaza sustava,

C(t) € RP*™ je vremenski promjenjiva matrica izlaza sustava, a

D(t) € RP*™ je vremenski promjenjiva matrica prijenosa sustava.

Jednadzba (2.1) naziva se jednadzba stanja, dok se jednadzba (2.2) naziva jednadzba
izlaza. Obe jednadzbe zajedno nazivaju se dinamickim jednadzbama stanja i izlaza.

Kada su matrice A, B, C i D vremenski neovisne, tada imamo vremenski-invarijantni

linearni kontinuirani sustav, prikazan slijede¢im jednadzbama stanja

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(ty) = Xo, (2.3)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.4)
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U slucaju kada je u(t) = 0, govorimo o autonomnom linearnom sustavu.

2.2. Rjesenje linearnih kontinuiranih sustava

Sada ¢emo razmotriti rjesenje linearnih vremenski-invarijantnih i vremenski varija-

bilnih linearnih dinamickih sustava u obliku tzv. matrice prijelaza.

2.2.1. Rjesenje linearnih vremenski-invarijantnih sustava

Kod rjesavanja dinamickih jednadzbi stanja linearnih multivarijabilnih sustava, raz-
matrat ¢emo odvojeno rjeSenje homogene i nehomogene jednadzbe stanja. Homogeni

sustav je sustav bez djelovanja ulaznih varijabli, u(¢) = 0.

Rjesenje homogenog sustava

Zbog vaznosti problema, kao i ilustracije metoda koji ¢e u razlic¢itim varijantama ko-
risti kasnije, navodimo tri razli¢ita pristupa nalazenju rjesavenja homogenog vremenski-
invarijantnog linearnog dinamickog sustava.

Rjesenje primjenom Taylorovog reda. Vektor stanja x(t) linearnog homogenog

sustava

X(t) = Ax(t), x(0) = xo, (2.5)

moze se razviti u Taylorov red u okolisu tocke t = 0,
t2

x(t) = x(0) + %(0)¢ +%(0) gy + -+ xPO) 5+ = S xPO) . (26)

o]
k=

Ako sada uzastopno deriviramo jednadzbu x(t) = Ax(f) po vremenu dobivamo

x(t) = Ax(t), (2.7)
%(t) = Ax(t) = A2x(t), (2.8)
x®(t) = A?x(t) = A3x(2), (2.9)
(2.10)

x®(t) = A¥x(¢). (2.11)

U slucaju t = 0 dobivamo
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zak=0,1,...,n,.... Ako sada izraz (2.12) uvrstimo u Taylorov razvoj (2.6), dobivamo
t2A? tk AR
x(t):(I+tA+ S Tt —|—...)x(0). (2.13)

Vidimo da izraz u zagradi formalno odgovara Taylorovom razvoju eksponencijalne funkcije

s matricom kao argumentom
Ar e tkAk
=> s (2.14)
k=0

tako da izraz (2.13) mozemo prikazati u slijedeé¢em obliku
x(t) = e*'x(0), (2.15)

sto predstavlja rjesenje homogene matricne linearne diferencijalne jednadzbe (2.5). Vidimo
da navedeno rjesenje podsjeca na rjesenje linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda.

Ako je poznato stanje sustava u pocetnom trenutku x(0) i matrica e!, tada mozemo

A

odrediti stanje sustava u bilo kojem kasnijem trenutku x(t). Stoga matricu e, nazivamo

jos 1 matrica prijelaza ili fundamentalna matrica

2 A2 tk:Ak

Tt

O(t) = =T+1tA + S (2.16)

Ako bi umjesto u trenutku ¢t = 0, Taylorov red razvili oko tocke t = 7, dobili bi slijedece
rjesenje

x(t) = eAIx(1) = ®(t — 7)x(7). (2.17)

RjeSenje razvojem wu red potencija. Pretpostavimo rjesenje homogene jed-

nadzbe u obliku reda potencija po vremenu ¢

x(t):ao—i—alt—l—agtz—i—...—l—aktk—i—...:Zaktk, (2.18)
k=0
gdje su ag, aj, ..., a; € R". Uvrstavanjem reda (2.18) u (2.5) dobivamo
a; + 2ast + 3ast? + ...+ kapt* 4+ = Alag Fait +axt’ + ... +aptt +...). (2.19)

Ako u prethodnom izrazu desnu stranu jednadzbe prebacimo na lijevu stranu i izjed-

nac¢imo ¢lanove uz iste potencije, dobivamo

(a1 — Aao) + (23.2 — Aal)t + (33.3 — Aag)t2 +...+ (k:ak — Aak,l)tkfl +...=0. (220)
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Da bi prethodni izraz bio zadovoljen za svaki ¢, izrazi u zagradama moraju biti jednaki

nuli
a; = Aao, (221)
2&2 = Aa1 = AAaO = A2a0, (222)
1 1
383 = Aag = A§A230 = §A38.0, (223)
(2.24)
1

ka, = Aa,_; = AFa,. (2.25)

(k— 1)

Vidimo da smo sve koeficijente reda (2.18) dobili u funkciji potencija matrice A i ko-
eficijenta ag. S obzirom da je u t = 0, x(0) = xo, na osnovu (2.18) slijedi a; = x(0).
Uvrstavanjem dobivenih koeficijenata u (2.18) dobivamo razvoj (2.13).

Rjesenje primjenom metode sukcesivnih aproksimacija. Homogenu difer-

encijalnu jednadzbu (2.5) mozemo prebaciti u ekvivalentnu integralnu jednadzbu

x(t) = x(0) —i—/o Ax(T)dr. (2.26)

Vidimo da se u navedenoj jednadzbi nepoznanica x(t) nalazi na lijevoj strani jednadzbe,
kao i pod znakom integrala. Standardna metoda aproksimativnog rjesavanja integralnih
jednadzbi je metoda sukcesivnih aproksimacija.

U prvoj aproksimaciji pretpostavimo rjesenje (2.26) u obliku
xo(t) =x(0), Vvt (2.27)

Navedeno aproksimativno rjesenje ubacimo na desnu stranu jednadzbe (2.26) da bi dobili

slijedeéu aproksimaciju x;(¢) egzaktnog rjesenja x(t)
t
x1(t) = x(0) + / Axq(T)dT = x(0) + Atx(0) = (I+ At)x(0). (2.28)
0
Na slican nacin, u drugoj aproksimaciji imamo
t t2
xo(t) = x(0) + / Ax(T)dr = (I + At + AQE) x(0). (2.29)
0

Ponavljanjem navedenog postupka, u k-toj iteraciji dobivamo

t t2A2 tkAk
xi(t) = x(0) +/ Axy_(T)dT = (I +tA + S Tt ) x(0). (2.30)
0 . .
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Konac¢no rjesenje dobivamo kao limes prethodnog rjesenja

X JkAk
x(t) = lim xu() = (Zt A ) x(0) = eAx(0). (2.31)

ko0 !
k=0

Slican pristup primjenit ¢emo za odredivanje matrice prijelaza linearnih vremenski-
varijabilnih sustava.

Rjesenje primjenom Laplaceove transformacije. Sada ¢emo prikazati rjeSenje
linearne homogene matri¢ne diferencijalne jednadzbe primjenom Laplaceove transforma-

cije. Primjenimo 1i Laplaceovu transformaciju na jednadzbu (2.5) dobivamo

sX(s) —x(0) = AX(s), (2.32)
gdje je X(s) = L{x(t)}. Iz prethodne jednadzbe dobivamo

X(s) = [sI — A]7'x(0). (2.33)

Konacno rjesenje u vremenskoj domeni dobivamo primjenom inverzne Laplaceove trans-

formacije, x(t) = £L7'{X(s)}, odnosno x(¢t) = L~{[sI — A]7'}x(0). Da bi mogli izracu-

-1

nati navedeni izraz, prikazat ¢emo [sI — A]™' u obliku beskona¢nog reda, gdje é¢emo

primjeniti poznati razvoj 1/(1—x) = 1+ z+2*+ 23+ ..., za |z| < 1. Za dovoljno veliki

|s| slijedi
1 1.1 1 1 1 1
[sI—A]_lzg{I—;A} :g[I+EA+S—2A2+§A3+... : (2.34)
odnosno
1 1 1 1
-1 _ 2 3

Ako sada primjenimo inverzni Laplaceov transformat na svaki ¢lan desne strane prethodnog

izraza koristedi

k
£ {Sk—lﬂ} = % (2.36)
dobivamo
—1 —1 t2 2 t3 3 - tkAk At
L7H{[sI - A] }:I+At+aA +§A +...=k0 = (2.37)

Na ovaj nacin smo dokazali vazan identitet

L7H[sT— A"} =M. (2.38)
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Svojstva matrice prijelaza

S obzirom da matrica prijelaza ima vaznu ulogu u analizi linearnih dinamickih sus-
tava, navest ¢emo neka njena bitna svojstva. Neka od navedenih svojstava su identi¢na
sa dobro poznatim svojstvima skalarne eksponencijalne funkcije, medutim neka svo-
jstva se i bitno razlikuju. Dakle, bitno je naglasiti da ne mozemo sva svojstva skalarne
eksponencijalne funkcije primjeniti na matriéne eksponencijalne funkcije.

Matrica ®(¢) nije nikada singularna,
det ®(t) #0, Vit (2.39)

Na osnovu definicije matrice prijelaza (2.16), mozemo izvesti slijedede izraze

B(t,)P(ty) = Al . A2 = AT — B(1) + 1), (2.40)
O(1)P(—t) = e =P(0) =1, (2.41)
O(—t) =AM =3"(1), (2.42)

koji definiraju tzv. semigrupna svojstva matrice prijelaza.
Takoder, na osnovu definicije (2.16), mozemo izvesti izraz za derivaciju matrice pri-

jelaza

d
S () = AB(2). (2.43)

Navedena svojstva analogna su svojstvima skalarne eksponencijalne funkcije. Medu-
tim, opcenito vrijedi

eAteBt # eBteAt # e(A+B)t. (244)
Gornji izrazi su jednaki jedino u slucaju kada matrice A i B medusobno komutiraju,
AB = BA. S druge strane, matrica B ¢e komutirati s matricom A ako se moze prikazati
u obliku polinomialne ovisnosti o matrici A, B = aoI + a; A + asA? + .. ..
Rjesenje nehomogenog sustava
Pretpostavimo rjesenje nehomogene jednadzbe stanja u obliku
x(t) = ®(t)z(t), (2.45)
gdje je vektor z(t) novi vektor stanja. Nakon uvrstavanja u jednadzbu (2.3), dobivamo

®(t)z(t) + ®(t)z(t) = A®(t)z(t) + Bu(t). (2.46)
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Primjenom izraza (2.43) na prethodni izraz, dobivamo

A®(D)z(t) + ®(H)a(t) = A®(1)z(t) + Bu(t). (2.47)
iz cega slijedi
z(t) = @ '(t)Bu(t) = ®(—t)Bu(t), (2.48)
odnosno .
z(t) = z(0) + /0 ®(—7)Bu(r)dr. (2.49)

Iz jednadzbe (2.45) slijedi da je z(0) = x(0), jer je ®(0) = I. Ako sada uvrstimo (2.49)
u (2.45), dobivamo

x(t) = ®(¢)x(0) + @(t)/o ®(—7)Bu(7)dr. (2.50)

S obzirom da matrica ®(t) ne ovisi o integraciji mozemo ju staviti pod znak integrala.
Nadalje, s obzirom da vrijedi ®(¢)®(—7) = ®(t — 7), dobivamo konac¢no rjesenje neho-

mogenog sustava (2.3) u obliku

x(t) = ®(t)x(0) +/0 ®(t — 7)Bu(r)dr. (2.51)

Direktna metoda rjesavanja jednadzbi stanja

Ovdje ¢emo prikazati direktan nacin izvodenja jednadzbe (2.51). Iz jednadzbi stanja
slijedi: %x(¢) — Ax(t) = Bu(¢). Pomnozimo li navedenu jednadzbu, s lijeve strane,

matricom ®(—t) = e~A! dobivamo

& (—t)x(t) — ®(—t)Ax(t) = ®(—t)Bu(t), (2.52)
odnosno
@ (~1)x(1)] = B(~H)Bul1). (2.53)
te nakon integracije
®(—t)x(t) — ®(0)x(0) = /Ot ®(—7)Bu(r)dr. (2.54)
Pomnozimo 1i prethodni izraz s lijeve strane sa ®(t), te imajuéi u vidu ®(0) = I i

®(t)®(—t) = I, na kraju dobivamo izraz (2.51), odnosno nakon uvrstavanja ®(t) = eA?,

x(t) = e*x(0) + /Ot AT Bu(r)dr. (2.55)

Slican pristup primjenit ¢emo kod rjeSavanja vremenski varijabilnih linearnih sustava.
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Rjesenje nehomogenog sustava primjenom Laplaceove transformacije

Primjenimo li Laplaceovu transformaciju na jednadzbu x(t) = Ax(t) + Bu(t) dobi-

vamo

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) (2.56)
gdje je U(s) = L{u(t)}. Iz prethodne jednadzbe dobivamo
X(s) = [sI — A]7'x(0) + [sI — A]'BU(s). (2.57)

Inverzni Laplaceov transformat prvog ¢lana na desnoj strani je homogeni dio rjesenja
diferencijalne jednadzbe (izraz (2.38)). Inverzni Laplaceov transformat drugog ¢lana na

desnoj strani, £~ {[sI — A]"'BU(s)}, izvest ¢emo primjenom teorema konvolucije

LY Fy(s)Fa(s)} = /0 it — 1) folr)dr, (2.58)
gdje su Fi(s) = L{f1(t)} 1 Fa(s) = L{f2(t)}. Primjenom izraza (2.58) i (2.38) slijedi
L7{[sI-A]"'BU(s)} = /t AT Bu(r)dr. (2.59)

Zbrojimo li rjeSenje homogenog i nehomogenog sustava dobijemo (2.55).

2.2.2. Matrica prijenosnih funkcija

Na slican nacin kao sto kod single-input-single-output (SISO) sustava definiramo pri-
jenosnu funkciju G(s) = Y (s)/U(s), tako i za multivarijabilne (MIMO) sustave mozemo
definirati matricu prijelaznih funkcija.

Kada su pocetni uvjeti x(0) i matrica prijenosa D jednaki nuli, linearni vremenski-

invarijantni sustav ima slijede¢i oblik
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =0, (2.60)
y(t) = Cx(b). (2.61)
Laplaceovim transformatom navedenog sustava jednadzbi dobivamo izraz (2.57), koji uz

x(0) = 0 postaje
X(s) = [sI — A]7'BU(s). (2.62)

te Y(s) = CX(s), odnosno

Y(s) = C[sI — A]"'BU(s). (2.63)
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Ako definiramo matricu
G(s) = C[sI — A]'B, (2.64)

izraz (2.63) postaje
Y(s) = G(s)U(s). (2.65)

Matricu G(s) nazivamo matrica prijenosnih funkcija. Primjenom izraza (6.8), matricu
prijenosnih funkcija (2.64) mozemo prikazati kao

_ o dilsI — Al

Gls) = Chetpr— A

B. (2.66)

Izraz u nazivniku det[sI— A] je skalar, polinom n-tog reda po s i naziva se karakteristicna

jednadzba sustava. Korijeni karakteristicne jednadzbe
det[sI — A] =0, (2.67)

predstavljaju polove sustava. Takoder, korijeni karakteristicne jednadzbe istovremeno
su i svojstvene vrijednosti matrice A (vidi 6.1.).

Stabilnost linearnih sustava. Linearni multivarijabilni vremenski-invarijantni
sustav je stabilan ako su polovi matrice prijenosnih funkcija G(s), odnosno svojstvene
vrijednosti matrice A, smjesteni na lijevoj polovini kompleksne s-ravnine. Drugim ri-
je¢ima, realni dijelovi korijena si,...,s, karakteristi¢cne jednadzbe (2.67) moraju biti
negativni, Re{s;} <0za j=1,...,n. Umjesto direktnog (opéenito numerickog) racu-
nanja korijena karakteristicne jednadzbe, mozemo primjeniti neki od analitickih kriterija

stabilnosti (Routhov ili Hurwitzov).

2.2.3. Rjesenje linearnih vremenski-varijabilnih sustava

Kod vremenski varijabilnih linearnih kontinuiranih sustava,
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (2.68)
rjeSenje dinamicke jednadzbe stanja dobivamo preko matrice prijelaza
x(t) = ®(t, to)x(to), (2.69)

s tom razlikom da matrica prijelaza ®(¢,ty) ovisi o vremenu ¢ i po¢etnom trenutku ty, a

ne samo o razglici t — ty kao kod vremenski invarijantnih sustava.
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Rjesenje homogenog vremenski-varijabilnog sustava

Matricu ®(t,ty) odredit éemo na osnovu homogene diferencijalne jednadzbe x(t) =
A(t)x(t). Uvrstavanjem pretpostavljenog rjesenja (2.69) u homogenu diferencijalnu jed-

nadzbu dobivamo

B(t,t)) = A(t)B(t 1), (2.70)

sto je diferencijalna jednadzba matrice prijelaza. Nadalje, na osnovu definicije (2.69),
direktno slijedi ®(t,ty) = L.

Takoder, vrijede slijedeca svojstva matrice prijelaza

Bty to) = B(ta, t1)®(t1, to), (2.71)
B(t),ty) = B (t, 1), (2.72)
B(ty, 1) D (11, 1) = L (2.73)

Svojstvo (2.71) posljedica je principa kauzalnosti dinamickih sustava. Pretpostavimo da
je stanje sustava u trenutku ¢; odredeno pocetnim stanjem x(fp) i matricom prijelaza
D(tq,t0),

x(t1) = ®(t1, to)x(to). (2.74)

Zatim stanje x(¢1) uzmemo kao pocetni uvjet za odredivanje stanja x () u vremenskom

trenutku t, > t;. U tom slucaju imamo
X(ty) = ®(ta, t1)x(t1) = P(ta, t1)P(t1, to)x(to). (2.75)
S druge strane, stanje x(t2) mozemo odrediti izravno na osnovu pocetnog uvjeta x(to),
X(tg) = B(tg,t0)x(to)- (2.76)

Usporedbom (2.75) i (2.76) direktno proizlazi svojstvo (2.71). Svojstva (2.72) i (2.73)
direktno slijede iz (2.71).

RjesSenje nehomogenog vremenski-varijabilnog sustava

Nakon odredivanja matrice prijelaza ®(t, ), rjesenje nehomogene diferencijalne jed-
nadzbe (2.68) dobivamo na slican nac¢in kao kod vremenski invarijantnih sustava.
Najprije ¢emo odrediti izraz za vremensku derivaciju inverzne matrice prijelaza. Na
osnovu (2.72) i (2.73) slijedi
S (t,to)P(t, 1) =L (2.77)
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Deriviranjem po vremenu izraza (2.77) dobivamo

d®=1(t,tp)
dt

Uvrstavanjem izraza (2.70) u (2.78) te mnoZenjem s desne strane matricom ® (¢, ),

(L, 1) + D (L, o) D(t, 1) = 0. (2.78)

konacéno dobivamo

d®1(t,t)
dt
Daljnji postupak je slican kao u slu¢aju vremenski invarijantnih sustava. Iz jednadzbi

stanja (2.68) slijedi: %(t) — A(t)x(t) = B(¢)u(t). Pomnozimo li navedenu jednadzbu, s

= —® !(,t)A). (2.79)

lijeve strane, matricom ® (¢, ¢,), dobivamo
(1, t0)%(t) — @7 (1, t0) A(t)x(t) = @7 (t,t0) B(t)u(t), (2.80)

odnosno

— [®7'(t, to)x(t)] = (¢, t0)B(t)u(t), (2.81)
te nakon integracije
@‘%@hﬁx@%—@‘%%ﬁ@xﬂhzz[:@_%ﬂt@B@ﬁuﬁﬁh. (2.82)

Pomnozimo li prethodni izraz s lijeve strane sa ®(t,y), te imajuéi u vidu ® (g, to) = I
1 ®1(t,t9)P(t,ty) = I, na kraju dobivamo izraz

x(t) = ®(¢,t9)x(to) +/ ®(t, 7)B(T)u(r)dr. (2.83)

to
Matrica prijelaza vremenski-varijabilnih sustava

Rjesenje primjenom Neumannovog razvoja.
Metoda sukcesivnih aproksimacija moze se primjeniti na slican nacin kao kod rjesa-
vanja linearnog vremenski-invarijantnog sustava. Homogenu diferencijalnu jednadzbu

x(t) = A(t)x(t) mozemo prebaciti u ekvivalentnu integralnu jednadzbu

= x(to) —I—/t A(7)x(7)dr. (2.84)

U prvoj aproksimaciji pretpostavimo rjesenje (2.84) u obliku x¢(¢) = x(to). Navedeno

aproksimativno rjesenje ubacimo na desnu stranu jednadzbe (2.84) da bi dobili slijedecu

x(to) /A mm_0+/A m)@@ (2.85)

aproksimaciju x; (t)
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Na slican nac¢in, u drugoj aproksimaciji imamo

xo(t) = x(to) + /t " A (7)dr = x(1) + / Al (1 + /t A(Tg)d@> x(to)dm.

to

odnosno nakon sredivanja

xa(t) = [1+ /t:A(T)dT+ /t:A(ﬁ) ( /tOTlA(Tz)d@) dﬁ] x(to).  (2.86)

Navedenu proceduru mozemo ponavljati do proizvoljnog reda, tako da konacan izraz za

matricu prijelaza mozemo prikazati u obliku Neumannovog reda
t t T1
‘I’(t, to) =1 + A(T)dT + / / A(Tl)A(T2>d7'1d7'2 +
to to Jto

t T1 T2
+ / / / A(Tl)A(TQ)A<T3)d7'1dTQd7'3 + ... (287)
to Jto to

Ako su elementi matrice A(t) ogranic¢eni integracijskom domenom onda Neumannov
red konvergira apsolutno i uniformno. Navedeni razvoj moze se konciznije prikazati

uvodenjem notacije
t
R(A):/ A(r)dr. (2.88)
to

U tom slucaju, Neumannov red (2.87) moze biti prikazan u obliku
®(t,t)) =1+ R(A)+ R(AR(A)) + RIAR(AR(A))) + ... (2.89)

koji je pogodan za rekurzivno izrac¢unavanje.

2.3. RjeSenje linearnih diskretnih sustava

Razmotrit ¢emo rjesenje diskretnih jednadzbi stanja u obliku matriénih diferencijskih
jednadzbi, koje dobivamo vremenskom diskretizacijom kontinuranih jednadzbi stanja.
Diskretna aproksimacija se bazira na podjeli vremenske osi na diskretne intervale, t =
ET (k=0,1,2,...), gdje je T period sempliranja. Pretpostavljamo da je upravljacka
varijabla diskretizirana primjenom impulsnog formatora nultog reda (zero order hold),

sto znaci da je u(t) = w(kT), za kT <t < (k+ 1)T.
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2.3.1. Diskretizacija kontinuiranih jednadzbi stanja
Promotrimo diferencijalnu jednadzbu stanja linearnog kontinuiranog sustava
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.90)
kojoj odgovara diferencijska jednadzba
x[(k+ 1)T)| = E(T)x(kT) + F(T)u(kT). (2.91)

FEulerova diskretizacija kontinuiranih jednadzbi stanja. Eulerova diskretiza-
cija je najjednostavnija metoda diskretizacije, a zasnovana je na slijedec¢oj aproksimaciji
derivacije

w(r) = XUE T} —x(t), (2.92)

Uvrstavanjem navedene aproksimacije u jednadzbu (2.90), uz diskretizaciju vremena

t = kT, dobivamo

x[(k+1)T] = (TA +D)x(kT) + TBu(kT), (2.93)
iz cega slijede matrice E(T) i F(T)
E(T)=TA +1, F(T) = TB. (2.94)

Navedena metoda diskretizacije prvog reda je jednostavna, ali nije dovoljno precizna.
Toénost metode moze se povecavati jedino smanjenjem perioda sempliranja 1", Sto moze
biti problem kod real-time implementacije.

Diskretizacija jednadzZbt stanja primjenom egzakinog rjesenja. Matrice
E(T) i F(T') odredit ¢emo koristenjem rjesenja jednadzbe (2.90) u obliku

t
x(t) = eA0x(ty) + eAt/ e A Bu(7)dr. (2.95)

to
Razmotrimo sada prijelaz sustava iz pocetnog stanja u trenutku ¢y = k7" u konacno
stanje u trenutku ¢t = (k + 1)7. Primjenom izraza (2.95) dobivamo

(k+1)T
x[(k 4+ 1)T] = eATx(kT) 4 eAk+DT / e ATBu(kT)dr. (2.96)
kT

Uvodenjem nove podintegralne varijable s = (k + 1)T" — 7, prethodni izraz postaje

x[(k + 1)T) = ATx(kT) + /T A Bu(kT)ds. (2.97)
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Ako sada definiramo
T
E(T) = A7, F(T) = / A" Bds, (2.98)
0

jednadzba (2.97) poprima oblik diferencijske jednadzbe (2.91).

Ako je matrica A nesingularna, tada izraz za F(T) definiran integralom u (2.98)

A

mozemo dobiti analiticki. Razvijemo li funkciju e®* u red potencija, dobivamo

T T 2A2 kAk

Integriranjem svih ¢lanova u razvoju dobivamo

F(T):(ITJFT;A+¥+...+%+ )B. (2.100)
Ako sada prethodni izraz pomnozimo s lijeva sa A te zbrojimo sa B, dobivamo
AF(T)+ B = *'B, (2.101)
iz ¢ega slijedi konacno rjesenje
F(T) = A7'[eAT —1|B. (2.102)

Navedena metoda diskretizacije je bitno to¢nija od Eulerove metode, sto ¢e biti ilustri-

rano u slijede¢em podpoglavlju.

2.3.2. Rjesenje diskretnih vremenski-invarijantnih sustava

Rjesenje diskretnog sustava (2.91) mozemo dobiti metodom indukcije. Iterativnom

primjenom diferencijskih jednadzbi (2.91) dobivamo
T)
x(2T")

T)x(0) + F(T)u(0),
T)x(T) + F(T)u(T) = E(T)[E(T)x(0) + F(T)u(0)] + F(T)u(T) =
E?(T)x(0) + E(T)F(T)u(0) + F(T)u(T),
x(3T) = E(T)x(2T) + F(T)u(2T) =
= E}(T)x(0) + E*(T)F(T)u(0) + E(T)F(T)u(T) + F(T)u(2T),

x(T) = E(T)x(
= E(T)x(

x(kT) = E*(T)x(0) + Z EFI"YTYF(T)u(jT). (2.103)
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Izraz (2.103) daje nam vrijednost vektora stanja u diskretnim vremenskim trenucima
t=kT, (k=0,1,2,...), u ovisnosti o poc¢etnom stanju x(0).
Ako za matrice E(T) i F(T') uzmemo izraze (2.98), dobivamo
k-1
x(kT) = e*Tx(0) + Y~ eAF=T- VTR (T)u(jT). (2.104)
=0
U slu¢aju autonomnih sustava, u(j7") = 0, na osnovu prethodnog izraza slijedi x(k7T") =
eA*Tx(0), $to znaci da metoda diskretizacije (2.98) daje egzaktno rjesenje u diskretnim

vremenskim trenucima ¢t = k7.

Matrica prijelaza diskretnih vremenski-invarijantnih sustava

Rjesenje diskretnih jednadzbi stanja vremenski-invarijantnih sustava mozemo takoder

prikazati primjenom matrice prijelaza

x(kT) = ®(kT)x(0) + Z ®((k —j — D)T|F(T)u(T), (2.105)
gdje je
®(kT) = EF(T). (2.106)

Diskretna matrica prijelaza posjeduje slicna svojstva kao kontinuirana matrica prijelaza

&k T)®(koT) = EF(T) - EF(T) = ER"*2(T) = ®[(ky + ko)T),  (2.107)
&(kT)®(—kT) = EX(T)-E"(T) =EYT) = ®(0) =1, (2.108)
®(—kT) = EHT) = [EXT) ' = @ (k7). (2.109)

2.3.3. Rjesenje diskretnih vremenski-varijabilnih sustava

Kod diskretnih vremenski-varijabilnih sustava, matrice E i F su promjenjive u svakom

diskretnom trenutku vremena t = kT,
x[(k+ 1)T)| = E(KT)x(kT) + F(kT)u(kT). (2.110)

Rjesenje homogenih jednadzZbi stanja. Razmotrimo prvo rjeSenje homogene

jednadzbe stanja x[(k + 1)T] = E(kT)x(kT'). Iterativhom primjenom navedene jed-
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nadzbe dobivamo

x(T) = E(0)x(0),
x(2T) = E(T)x(T) = E(T)E(0)x(0),
x(3T) = E(2T)x(2T) = E2T)E(T)E(0)x(0),
x(kT) = E[(k — D)T|E[(k —2)T].. . EQT)E(T)E(0)x(0), (2.111)
odnosno -
x(kT) = (H E(jT)) x(0). (2.112)
Ako oznacimo matricu prijelaza diskretnih vremenski-varijabilnih sustava sa
S (KT, koT) = 1:[ E(5T), (2.113)

izraz (2.112) mozemo prikazati na slijede¢i nacin
x(kT) = ® (KT, koT)x(koT). (2.114)

Napomenimo ovdje da se u literaturi ¢esto koristi notacija u kojoj se period diskretizacije
T izostavlja kao argument vektorskih i matri¢nih velicina (kT — k), tako da prethodni

izraz kompaktnije mozemo prikazati kao

Rjesenje nehomogenih jednadzZbi stanja. RjeSenje nehomogenih jednadzbi
stanji na¢i ¢emo takoder primjenom iterativne procedure na jednadzbu x(k 4+ 1) =

E(k)x(k) + F(k)u(k),

x(1)=E(0)x(0) + F(0)u(0),
x(2)=E(1)x(1) + F(1)u(1) = E(1)E(0)x(0) + E(1)F(0)u(0) + F(1)u(1),
x(3)=E(2)x(2) + F(2)u(2) =

=®(3,0)x(0) + ®(3,1)F(0)u(0) + ®(3,2)F(1)u(1) + ®(3,3)F(2)u(2),
x(k)=®(k,0)x(0) + i ®(k,j+ 1DF()u(y), (2.116)
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odnosno, u slucaju pocetnog uvjeta u proizvoljnom diskretnom vremenskom trenutku

koT', imamo
k—1

x(k) = ®(k, ko)x(ko) + Y _ ®(k,j + DF(j)u(j). (2.117)

Jj=ko
2.4. Metode odredivanja matrice prijelaza

2.4.1. Primjena Cayley-Hamiltonovog teorema

Cayley-Hamiltonova metoda bazirana je na metodi redukcije matri¢nih polinoma (ili
matri¢nih funkcija reprezentiranim beskona¢nim redom potencija) primjenom Cayley-
Hamiltonovog teorema (vidi 6.3.). S obzirom da se svak matri¢na funkcija moze reprezen-

tirati matricnim polinomom reda n — 1, gdje je n dimenzija kvadratne matrice A, slijedi
A=) "ay(t)A, (2.118)

gdje su koeficijenti polinoma funkcije vremena t. Koeficijente odredujemo primjenom

Vandermondove matrice, kao Sto je pokazano u 6.2.2.

Mt [1a a2t T g
ehat _ 1 )\.2 )\% )\3—1 a (2.119>
_e)‘”t_ RS A2 /\2*1_ |t |

Vektor koeficijenata ag(t),...,a,_1(t), dobivamo mnozenjem prethodnog izraza s li-

jeve strane sa inverznom Vandermondovom matricom. Iz navedenog sustava jednadzbi
oc¢igledno je da ¢e elementi matricne eksponencijalne funkcije biti odgovarajucée linearne

kombinacije funkcija e, ..., et

2.4.2. Primjena Sylvesterovog teorema

Za izracunavanje matricne eksponencijalne funkcije mozemo primjeniti Sylvesterov
teorem, prikazan u 6.2.3.. S obzirom da je matri¢na funkcija f(A) = e’ na osnovu
(6.33) imamo

At - Ait - (A — )‘jI)
e = e - 2.120
; 11 (Ai = A)) (2.120)

J=1; j#i
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Primjenom Sylvesterovog teorema dobivamo takoder rjesenje u zatvorenoj formi kao i
kod primjene Cayley-Hamiltonovog teorema, ali je nuzno poznavati svojstvene vrijed-
nosti matrice A.

Primger. Treba nadi rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe
T+ 3T+ 2x =0, (2.121)

za proizvoljne pocetne uvjete z(0) i £(0), primjenom Sylvesterovog teorema.
Rjesenje. Uvedemo li varijable stanja 7 = z i 9 = z, prethodna diferencijalna

jednadzba drugog reda prelazi u sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda

) N U U
L e

Svojstvene vrijednosti matrice A dobivamo rjesavanjem karakteristi¢ne jednadzbe det(A—
AI) = 0, odnosno

—-A 1 9
=N +32+2=0. (2.123)
-2 (=3-=X)
Korijeni prethodne jednadzbe su Ay = —1 i Ay = —2. Primjenimo li sada formulu

(2.120), dobivamo
At — At (A B )\2]:) Aot (A B >\1]:>

e e . 2.124
(A1 = A2) (A2 = A1) (2124)
Uvrstavanjem svojstvenih vrijednosti i matrice A dobivamo
2 1 -1 -1
A =ct e : (2.125)
-2 —1 2 2
odnosno
9e—t _ o2t —t -2t
At — c cTe . (2.126)
_2(6—1& _ €—2t) _e—t + 26—2t

Kona¢no rjesenje je x(t) = eAx(0).

2.5. Modalna analiza

Izbor varijabli stanja dinamickih sustava nije jednoznacan. Direktni izbor fizikalnih
varijabli stanja (pozicija, brzina, struja, napon,...) ne mora biti najpodesniji izbor sa
stanovista analize dinamickih sustava. Odgovarajuc¢om transformacijom varijabli stanja
moguce je bitno pojednostaviti dinamicke jednadzbe sustava i time bitno olaksati samu

analizu 1 sintezu.
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2.5.1. Transformacija varijabli stanja linearnih sustava
Transformacija linearnih vremenski-invarijantnih sustava
Linearna transformacija varijabli stanja ima slijede¢i oblik
x(t) = Pz(t), (2.127)

gdje je P konstantna matrica transformacije, dok je z(t) novi, tzv. kanonski vektor
stanja. Matrica transformacije P mora biti nesingularna da bi bila moguc¢a obrnuta
transformacija z(t) = P~'x(¢). S obzirom da vrijedi x(¢) = Pz(t), uvrstavanjem trans-
formacije (2.127) u jednadzbe stanja (2.3)-(2.4), dobivamo

z(t) = P"'APz(t) + P 'Bu(t), z(ty) = P~ 'xq, (2.128)
y(t) = CPz(t) + Du(t). (2.129)
Uvedemo li slijede¢u notaciju
A=P'AP, B=P'B, C=CP, D=D, (2.130)
jednadzbe stanja (2.128)-(2.129) postaju
z(t) = Az(t) + Bu(t), z(ty) = 2o, (2.131)
y(t) = Cz(t) + Du(t). (2.132)

Invarijantnost svojstvenih vrijednosti. Transformacija P~' AP naziva se trans-
formacija sliénosti, a za matrice A i A kazemo da su sliéne matrice (oznaka: A ~ A)
Osnovno svojstvo transformacije slicnosti je da ne mjenja svojstvene vrijednosti matrica
AiA. Drugim rije¢ima, svojstvene vrijednosti matrice A invarijantne su na operaciju
slicnosti P~'AP. Da bi matrice A i A imale iste svojstvene vrijednosti, moraju imati

iste karakteristicne jednadzbe
det(AI — A) = det(AI - P"'AP). (2.133)
Drugi ¢lan prethodnog izraza mozemo prikazati kao
det(A\AP7'TP — P'AP) = det[P~'(\I — A)P]. (2.134)
Primjenom svojstva determinanti: det(AB) = det(A) det(B), prethodni izraz postaje

det (P™1) det(AI — A) det(P) = det (P~'P) det(AL — A) = det(I) det(\I — A).
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S obzirom da je det(I) = 1, proizlazi jednakost (2.133), ¢ime je dokaz zavrsen.
S druge strane, invarijantnost svojstvenih vrijednosti znaci da svojstva stabilnosti

originalnog sustava ostaju nepromjenjena nakon transformacije varijabli stanja.

2.5.2. Modalna transformacija linearnih sustava

Varijabla stanja z(t) je kanonska varijabla ako transformirana matrica A ima dijag-

onalni oblik

MO -0
N ) 0 X--- 0
A=A =diag{\,.... )= . |, (2.135)
00 ---)\,
gdje su Ay, ..., A, medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti matrice A.

Modalna matrica predstavlja matricu transformacije varijabli stanja koja sustav ne-
kanonske forme prevodi u kanonsku (dijagonalnu) formu (2.135).

Modalnu matricu dobivamo rjesavanjem matri¢ne jednadzbe
P 'AP = A, (2.136)

po matrici transformacije P, gdje je A = diag{\1,...,\,}. Pomnozimo li prethodnu
jednadzbu s matricom P s desne strane dobivamo AP = PA. Ako nadalje matricu P
prikazemo na slijede¢i nacin

P=[p1 p2 - P (2.137)
gdje vektor py predstavlja k-ti stupac matrice P, tada jednadzbu AP = PA mozemo

prikazati na slijedec¢i nacin
Alpi p2 -+ pal=[p1 P2 -+ poldiag{Ai,.... A}, (2.138)

odnosno
[Ap: Aps -+ Ap,]=[\p1 P2 -+ Aupal. (2.139)

Navedena matri¢na jednakost vrijedi ako je svaki stupac matrice na lijevoj strani jed-

nakosti jednak odgovaraju¢em stupcu matrice na desnoj strani, odnosno
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iz. cega zakljucujemo da se stupci matrice transformacije (modalne matrice) P sastoje
od svojstvenih vektora matrice A (vidi 6.1.).
Rjesenje kanonskog sustava. Kanonski sustav nakon modalne transformacije
ima slijedeci oblik
z(t) = Az(t) + P 'Bu(t). (2.141)

Rjesenje ne-kanonskog sustava (2.3) je
t
x(t) = eAlx(0) + / AT Bu(r)dr. (2.142)
0

dok je rjesenje kanonskog sustava (2.141)

t
z(t) = e'z(0) —|—/ AP Bu(r)dr (2.143)
0
S obzirom da je A dijagonalna matrica, A = diag{\1, ..., \,}, bilo koja njena potencija
takoder je dijagonalna matrica, A¥ = diag{\}, ..., A\F}, tako da je matrica eA! takoder
dijagonalna, ) )
eMt o0 ... 0
0 et ... 0
M= . (2.144)
0O 0 ---eMt

Na osnovu navedenog rjesenja mozemo dobit rjesenje ne-kanonskog sustava (2.3) prim-
jenom transformacije x(t) = Pz(t)
t
x(t) = PeAP1x(0) + / PeA-TP1Bu(r)dr. (2.145)
0

Usporedbom izraza (2.145) sa (2.142) vidimo da da matricu prijelaza mozemo odrediti

na osnovu izraza

®(t) = A = PP (2.146)

2.5.3. Transformacija u kanonski oblik preko Vandermondove
matrice
Transformacija SISO sustava u prostor stanja. Ako zelimo SISO sustav

n-tog reda

™ 4+ a1y 4 g+ agy = u, (2.147)
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prevesti u prostor stanja uvodimo slijedece (tzv. fazne) varijable stanja: z; = y, 2 = 7,
..., &, = y™ 1. Deriviranjem po vremenu navedenih varijabli stanja dobivamo slijedeé

sustav od n diferencijalnih jednadzbi prvog reda

:tl = T2,
j;2 = Is3,
Tp = Thy,
.i’n = —Qyr1 — aA1T2 — ... — Qp_1Typ + U.
Uvedemo li vektor stanja x = [z; 2o -+ x,]7 tada navedeni sustav diferencijalnih

jednadzbi mozemo prikazati u matricnom obliku
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.148)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.149)

gdje matrice A, B, C i D imaju slijede¢i oblik

o 1 0 --- 0
0
A= , B=|:], (2.150)
o o0 0 --- 1 0
| Qo —a1 —QA2 **+ —0p-1 | [ 1]
C:[10-~~OO ) D:[O}. (2.151)

Matrica A iz (2.150) naziva se Frobeniusova matrica.
Dijagonalizacija Frobeniusove matrice. Dijagonalizacija Frobeniusove matrice
A, definirane sa (2.150), svodi se na rijeSavanje matricne jednadzbe P"'AP = A po ma-

trici transformacije P. Pomnozimo li navedenu jednadzbu s lijeve strane sa P dobivamo

AP = PA, odnosno

Alpy - P - Pl =[P - e o Paldiag{ e M) (2152)

gdje je py k-ti stupac matrice P. Prethodni izraz je zadovoljen ako je svaki stupac s lijeve

strane jednakosti jednak odgovaraju¢em stupcu s desne strane jednakosti. Izjednacimo
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li k-ti stupac s lijeve strane s k-tim stupcom s desne strane, dobivamo

Dok Psk -+ Dok — (Gop1k + a1pok + ... + an—lpnk)]T = A\iPk- (2.153)

Izjednacimo li sada svaki element vektora na lijevoj strani s odgovaraju¢im elementom

vektora na desnoj strani, dobivamo

P2k = AkDik, (2.154)

Psk = AkPok = AiDik, (2.155)

: (2.156)

Pk = A D1k (2.157)

—(aop1r + a1pak + - -+ @p1Pnk) = APk = AgD1k- (2.158)

Sada na desnoj strani izraza (2.158), zamjenimo elemente pog, Pk, - - -, Pur Sa izrazima
(2.154)-(2.157), tako da dobijemo

(ao +ar Mg+ ag)i 4.+ an_l/\z_l + /\Z) pik = 0. (2.159)

Vidimo da izraz u zagradi predstavlja karakteristi¢ni polinom sustava (2.147), odnosno
matrice A koji je jednak nuli za svojstvene vrijednosti Ag, pri bilo kojoj vrijednost
elementa pi;. Na osnovu navedenog te izraza (2.154)-(2.157), zakljucujemo da vektor

Pr mora imati slijedeci oblik
pe=pu[l A A2 - N k=12, (2.160)

Na kraju konacni oblik matrice transformacije P je

11 1 1
At A Az e A

P= )\% /\% )\g v )\% . diag{pn,p12, . 7p1n}7 (2161)

n—1 n—1 n—1 n—1
_)\1 AQ )\3 R >\’I’L

odnosno

P =V -diag{pi1,p12, .- -, Pin}, (2.162)
gdje je V Vandermondova matrica. S obzirom da elemente pii,pio, ..., p1, MOZemo
izabrati proizvoljno, izborom p;; = p1z2 = ... = p1, = 1 dobivamo A = P71AP =

V-IAV.
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2.5.4. Modalna dekompozicija vektora stanja

Pretpostavimo da matrica A ima razlicite svojstvene vrijednosti A{,..., A\, s pri-
padajué¢im svojstvenim vektorima uy,...,u,. Pretpostavimo da su svojstveni vektori
normalizirani, ||u;|| = 1.

Linearni homogeni sustav

Za linearni autonomni sustav
x(t) = Ax(t), (2.163)
svojstveni vektori u; definirani su sa
Au; = \u;, uww =1, (i=1,...,n) (2.164)

S obzirom da su korijeni razli¢iti, svojstveni vektori su linearno nezavisni. Stoga x(t)

mozemo jedinstveno reprezentirati linearnom kombinacijom svojstvenih vektora
n
x(t) =) ai(t)u,. (2.165)
i=1

Funkcije «;(t) mozemo odrediti tako da izraz (2.165) uvrstimo u (2.163)

Z dy(t)u; = Z o (t)Au; = Z o () A, (2.166)

odnosno .
D léu(t) = Nicu(t)]u; = 0, (2.167)
i=1
sto je zadovoljeno jedino ako vrijedi &;(t) = N\ (t) za i = 1,...,n, iz ¢ega slijedi
a;i(t) = et ¢; = a;(0). (2.168)

Uvrstavanjem (2.168) u (2.165) dobivamo slijedeéu modalnu dekompoziciju vektora

stanja
n

x(t) =Y _ et (2.169)

=1

Konstante ¢; mozemo odrediti korisStenjem reciprocne baze r; definirane izrazima

riu; =06, (i,j=1,...,n). (2.170)
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gdje je 0;; Kroneckerov delta simbol (9;; = 1 ako je ¢ = j; §;; = 0 ako je i # j). Ako
razvijemo (2.169) oko ¢ = 0, dobivamo

n

x(0) =) ;. (2.171)

=1

Pomnozimo li prethodni izraz s lijeve strane recipro¢nim vektorima r?, dobivamo da je
c; = 1. x(0). (2.172)

Konac¢no, primjenom prethodnog izraza, modalnu dekompoziciju vektora stanja mozemo

prikazati kao
n

x(t) =Y [r/x(0)] e, (2.173)

i=1
Skalarni produkt r?x(0) predstavlja jakost pobude i-tog moda sustava uvjetovan pocet-
nim uvjetima. Ako pocetni uvjeti leze duz i-tog svojstvenog vektora, tada je pobuden
samo i-ti mod sustava (jer je x(0) = ku; te stoga r’x(0) = krlu;, = k, gdje je k
neki skalar). Drugim rije¢ima, izraz (2.173) opisuje pobudivanje dinamickih modova

ponasanja uvjetovano poc¢etnim uvjetima sustava.

Linearni nehomogeni sustav

Za linearni neautonomni sustav
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.174)

primjenit ¢emo slicnu proceduru. Odredimo prvo modalnu dekompoziciju vektora Bu €

R™ preko svojstvenih, linearno nezavisnih, vektora u;
Bu(t) = f(t) = > fi(t)w, (2.175)
i=1

gdje je f;(t) = r'Bu(t). Ako sada primjenimo rjesenje nehomogenog linearnog vremen-
ski varijabilnog sustava, dobivamo

n

x(t) = [rx(0)] X'y +/O Z [r/Bu(r)] M uydr. (2.176)

=1
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Iz izraza (2.176) mozemo identificirati utjecaj upravljackog vektora na svaki mod sustava
posebno. Jakost pobude i-tog moda sustava u ovisnosti o upravljackom vektoru odreden
je sa

/Ot [r/Bu(r)] e *7dr. (2.177)

Ako je upravljacki vektor u(t) izabran tako da Bu(t) lezi duz svojstvenog vektora u;,
tada je pobuden jedino -ti mod sustava.
Izraz (2.176) bitan je takoder kod modalne interpretacije kontrolabilnosti linearnih

sustava, §to ¢e biti razmatrano u narednim poglavljima.

Odredivanje reciprocne baze

Vidjeli smo da modalna dekompozicija vektora stanja ovisi o odredivanju svojstvenih
vektora u; kao 1 vektora reciprotne baze r;, koji su medusobno povezani izrazima r] u; =
d;j. Nadalje, znamo da modalna matrica P koja dijagonalizira matricu sustava A sadrzi

stupce koji predstavljaju svojstvene vektore matrice A
P=[u u - u,. (2.178)

S obzirom da je matrica P nesingularna (jer su vektori uy, ..., u, linearno nezavisni),

postoji njena inverzna matrica R = P~!. Prikazimo matricu R na slijedeéi nacin

_r{_
R — r? , (2.179)
gdje sur? ... rT vektori-retci matrice R. S obzirom da vrijedi
RP—T, (2.180)
odnosno
_r{_ _rlTul rfuy - rlTun_ _1 0 ]
r?T W w - w = rg_ul rQT.uz rZT_u" 0! "I (2asy)

T T T T
r, [T, u T s T Uy 00 --- 1
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Usporedbom matrice dobivene vanjskim produktom (outer product; dyadic produkt) dva

vektora sa jediniécnom matricom slijedi da mora biti zadovoljeno
riu; =68 (i,j=1,...,n). (2.182)

Usporedbom definicije reciprocne baze (2.170) sa dobivenim uvjetom (2.182) zakljucu-
jemo da su vektori reciproéne baze jednaki (transponiranim) retcima inverzne modalne
matrice.

Dekompozicija vektora stanja primjenom kanonskog rjesenja

Vidjeli smo da rjeSenje autonomnog linearnog sustava (2.3) mozemo dobiti prim-

jenom modalne transformacije (izraz (2.145))
x(t) = Pe*Px(0). (2.183)

S obzirom da vrijedi, kao $to smo vidjeli predhodnom podpoglavlju,

r{
ry
P=[u u - u,, Pl=| "1, (2.184)
r,
1mamo
[rTx(0)]
rIx(0
PeAt — [e)th]_ €>\2tu2 e e)mtun] , P_lx(()) — [ 2 ( )i| . (2185)

Uvrstimo 1i (2.185) u (2.183), na kraju dobivamo

[r{x(0)]

x(t) = [ex\ltul My - 6’\”tun] [rQ X(O)} = Z [riTx(O)} etitu. (2.186)

)

[ x(0)]

Usporedimo i izraz (2.186) sa dekompozicijom (2.169) vidimo da smo dobili identican

1zraz.
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Spektralna reprezentacija matrice A

Vidjeli smo da modalna matrica P koja dijagonalizira matricu sustava A sadrzi
stupce koji predstavljaju svojstvene vektore matrice A, dok matrica R = P~! sadrzi

retke koji predstavljaju reciprotnu bazu. Sli¢no kao (2.180), vrijedi
PR =1, (2.187)
odnosno

T n

= Z (wr!) =1, (2.188)

(2

[ul uy --- un]

T

gdje je u;r; vanjski produkt (outer product) vektora. Mnozenjem izraza (2.188) s desne

strane vektorom stanja x(t), dobivamo

x(t) =Y (wr]) x(t). (2.189)

i=1

Pomnozimo li prethodni izraz s matricom A dobivamo
Ax(t) =Y N (wr]) x(t), (2.190)
i=1

gdje smo primjenili Au; = \ju;. Ako iz izraza (2.190) eliminiramo vektor stanja x, na

kraju dobivamo
A=) "N (ur]). (2.191)
i=1

Jednadzba (2.191) predstavlja spektralnu reprezentaciju matrice A. Navedena repre-
zentacija matrice A igra vaznu ulogu kod sinteze regulatora.

Primjena spektralna reprezentacija za rac¢unanje e®'. S obzirom da je vektor
stanja moguc¢e dekomponirati po baznim vektorima u; primjenom reciprocne baze r;, za

i=1,...,n, (vidi (6.53)),

n

x(t) =Y [r/x(t)] w;, (2.192)

i=1
usporedbom izraza (2.192) i (2.189) slijedi identitet

3

n

Z [r/x(t)] w; = Z (wr}) x(t). (2.193)

i=1 i=1
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Clanovi na desnoj strani izraza u;r! nazivaju se dyads ili projekcijski operatori. Nave-

deni izraz vrijedi opcenito. Za bilo koja tri vektora a, b i x vrijedi
(ab”) x = (b"x) a. (2.194)

Navedeni izraz mozemo interpretirati kao projekciju vektora x primjenom opearatora
ab” na vektor a s konstantnim multiplikatorom b?x.

Ako sada na modalnu dekompoziciju vektora stanja
x(t) =Y _eM [/ x(0)] w;, (2.195)
i=1

primjenimo izraz (2.194), odnosno [rfx(0)] u; = (w;r!) x(0), dobivamo slijede¢u dekom-
poziciju

x(t) =Y M (wr]) x(0). (2.196)

i=1
S druge strane znamo da je rjeSenje linearnih autonomnih sustva x(t) = eA!x(0), tako

da usporedbom tog rjesenja s izrazom (2.196) slijedi

n

A=Y "M (wr]). (2.197)

=1

Na ovaj nacin dobili smo dekompoziciju matricne eksponencijalne funkcije po projek-
T Ait

cijskim operatorima (matricama) w;r; sa skalarnim eksponencijalnim funkcijama e

kao multiplikatorima. Izraz (2.197) takoder moze posluziti za prakti¢no izra¢unavanje

matriéne eksponencijalne funkcije eA?.

2.6. Kontrolabilnost linearnih sustava

Sa stanovista sinteze regulacijskih sustava prvo pitanje koje si trebamo postaviti
je: da li je odredenim sustavom uopée moguce upravljati. Stoga se javlja potreba za
odgovarajué¢im kriterijima kojima je mogudée utvrditi tzv. upravljivost ili kontrolabilnost
sustava, prije nego Sto se krene sa sintezom regulatora. Ukratko, problem kontrolabil-
nosti se svodi na to dali je moguée zadanim upravljackim varijablama sustav prebaciti
iz proizvoljnog pocetnog stanja u proizvoljno konac¢no stanje. Dakle, zanima nas egzis-

tencija rjesenja a ne konkretno odredivanje upravljackog algoritma.
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Potpuna kontrolabilnost stanja. Sustav je potpuno kontrolabilan po stanjima, u
zatvorenom vremenskom intervalu [to, 1], ako je moguée za zadani t, i ¢, svako pocetno
stanje x(to) prevesti u svako zeljeno konacno stanje x(t1) preko vektora upravljanja u(t)
u konacnom vremenskom intervalu 5 < t < t; < oo. Pri tome se pretpostavlja da
na vektor upravljanja nisu nametnuta nikakva dodatna ograni¢enja. Termin "potpuna’
znaci da su sva stanja (svaka komponenta vektora stanja) upravljiva.

Potpuna kontrolabilnost izlaza. Sustav je potpuno kontrolabilan po izlazima, u
zatvorenom vremenskom intervalu [ty, t1], ako je moguée za zadani tq i t1, svaki pocetni
izlaz sustava y(tp) prevesti u svako zeljeni konacni izlaz y(t;) preko (neogranicenog)
vektora upravljanja u(t) u kona¢nom vremenskom intervalu to < ¢t < ¢; < oo. Termin
‘potpuna’ znac¢i da je svaka komponenta vektora izlaza upravljiva.

Zbog sto lakseg razumjevanja koncepta kontrolabilnosti, krenut ¢emo sa razmatran-

jem kontrolabilnosti diskretnih linearnih vremenski-invarijantnih sustava.

2.6.1. Potpuna kontrolabilnost diskretnih sustava

Razmatramo linearni diskretni vremenski-invarijantni sustav opisan matri¢nim sus-

tavom diferencijskih jednadzbi
x(k+1) = Ex(k) + Fu(k), (2.198)

Cije rjesenje je dano slijede¢im izrazom
k—1
x(k) = BEFx(0) + Y E*/~'Fu(j), (2.199)

=0

Sto je detaljno razmatrano u podpoglavlju 2.3.2..
Ako je sustav potpuno kontrolabilan, tada ga je moguée prevesti iz proizvoljnog
pocetnog stanja x(0) u proizvoljno konacno stanje x(k). Drugim rije¢ima, ako je sustav
potpuno kontrolabilan, tada postoji skup upravljackih vektora u(0), u(1),u(2),...,u(k—

1) koji ¢e zadovoljiti uvijet
x(k) — EFx(0) = Y~ E*/'Fu(y). (2.200)

Nadalje, na osnovu svojstava matricnog mnozenja vrijedi slijedeci izraz

m

Fu(j) = > fiui()), (2.201)

i=1
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gdje je f; i-ti stupac matrice F, a u;(j) je i-ta komponenta vektora upravljanja u j-tom

diskretnom vremenskom trenutku. Uvrstimo li (2.201) u (2.200) dobivamo

o
—

x(k) — Eij’“ I, (5) (2.202)

=1

<.
Il
o

Ako u prethodnom izrazu razvijemo sumu po diskretnim vremenskim trenucima, dobi-

vamo

x(k) — EFx(0) = i [wi (OB + w;(DEf + ...+ wi(k — 2)Ef; + w;(k — 1)f;] .

i=1

Vidimo da na lijevoj strani dobivenog izraza imamo n-dimenzionalni vektor x(k) —
E*x(0) koji moZe biti proizvoljan s obzirom da je i pocetno i kona¢no stanje proizvoljno.
S druge strane, na desnoj strani izraza imamo linearnu kombinaciju n-dimenzionalnih
vektora EF=Uf; EF2f, .. Ef,,f;, zai=1,2,...,m. Koeficijenti te linearne kombinacije
su komponente upravljackog vektora u diskretnim vremenskim trenucima, u;(0), u;(1),

sui(k—=2),u(k—1),zai=1,2,...,m.

Da bi proizvoljni vektor x(k)—E*fx(0) mogao biti prikazan preko linearne kombinacije
od m - k vektora E*~f;, EF=2f; ... Ef;, f;, mora n vektora biti linearno nezavisno (vidi
dodatak 6.3.). Tih n linearno-nezavisnih vektora ¢ini bazu n-dimenzionalnog vektorskog
prostora, Sto znaci da je svaki proizvoljni vektor moguce prikazati kao linearnu kombi-
naciju baznih vektora. S obzirom da su koeficijenti te linearne kombinacije komponente
vektora upravljanja, slijedi da je takav sustav potpuno kontrolabilan po stanjima.

Linearnu nezavisnost vektora EF~'f; EF=2f, ... Ef,.f;, zai = 1,2,...,m, mozemo
ispitati preko ranga matrice ¢iji stupci su formirani od navedenih vektora. S obzirom
da m stupaca E’f;, zai=1,2,...,mij=0,1,...,k — 1, mozemo prikazati matricom

E’F, slijedi uvijet linearne nezavisnosti vektora
rank [E*"'F  E"°F ... E°F EF F]=n, (2.203)

Sto je ujedno i uvijet potpune kontrolabilnosti po stanjima linearnih diskretnih sustava.
Matrica u (2.203) je dimenzije n x mk.
Na osnovu Cayley-Hamiltonovog teorema (6.29) slijedi da je svaku potenciju matrice

E’, za j > n mogudée prikazati kao matriéni polinom po E reda n — 1,

=> aE, j>n. (2.204)
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Iz navedenoga proizlazi da nema smisla ra¢unati matrice E/F, za potencije j > n, s
obzirom da se mogu izraziti kao linearna kombinacija matrica E’'F, za j < n, a to
znaci da nemaju utjecaja na rang matrice u izrazu (2.203). Stoga uvjet kontrolabilnosti

(2.203) mozemo reducirati na
rank [E"'F E"°F ... E’F EF F|=n. (2.205)

Matrica u (2.205) je dimenzije n X mn. Iz navedenog mozemo zakljuciti da ako je
zadovoljen uvijet (2.205) tada sustav mozemo prebaciti iz bilo kojeg pocetnog stanja xg
u bilo koje konacno stanje x; u najvise n diskretnih vremenskih intervala. Ponavljamo
da je to moguce jedino ako nema ogranicenja na amplitudu vektora upravljanja.

Uvjet potpune kontrolabilnosti izlaza. Ako je izlaz sustava definiran izrazom
y(k) = Cx(k), tada mnozenjem izraza (2.202) s matricom C te ponavljanjem analogne
procedure kao u sluc¢aju uvjeta potpune kontrolabilnosti stanja, dobivamo slijede¢i uvjet

potpune kontrolabilnosti izlaza sustava

rank [CE"'F CE"°F ... CE’F CEF CF]=p. (2.206)

Kontrolabilnost diskretnih sustava s jednim ulazom

Da bi dodatno razjasnili koncept kontrolabilnosti, razmotrimo specijalni slucaj line-

arnog diskretnog sustava (2.198), s jednim upravljackim signalom
x(k+1) = Ex(k) + fu(k), (2.207)

gdje je u(k) skalarna upravljacka varijabla u k-tom diskretnom vremenskom trenutku a

f € R™! je konstantna matrica (vektor) ulaza. Rjesenje sustava (2.207) je
k—1
x(k) = EFx(0) + Y~ EMfu()). (2.208)
=0

Razmotrimo problem odredivanja upravljacke varijable koja ¢e sustav prebaciti iz pro-
izvoljnog pocetnog stanja x(0) u proizvoljno konacno stanje x(n) (gdje je n dimenz-
ijja vektora stanja). Drugim rije¢ima trebamo odrediti upravljacku varijablu u prvih n
diskretnih vremenskih trenutaka, u(0), (1), u(2),...,u(n—1), tako da bude zadovoljena

slijede¢a matricna jednadzba

x(n) — E"x(0) = Z E" 7~ u(j). (2.209)
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Desnu stranu prethodnog izraza mozemo prikazati kao umnozak dvije matrice

x(n) — E"x(0) = Sw, (2.210)
gdje smo oznacili
_ w(0) _
u(1)
S=[E"'f E"’f ... E’f Ef f], W= : : (2.211)
u(n —2)
| u(n —1) |

Matrica S je n x n kvadratna matrica. Vektor w mozemo dobiti invertiranjem matrice

S, odnosno
w = S7'[x(n) — E"x(0)]. (2.212)

Da bi inverzija matrice bila moguc¢a nuzno je da matrica S bude nesingularna. Nuzan
uvjet da kvadratna matrica S bude nesingularna je da rang matrice bude jednak broju

stupaca odnosno redaka matrice, rank S = n, odnosno
rank [E"'f E"7’f ... Ef Ef f]=n. (2.213)

Dakle, ako je zadovoljen uvijet (2.213), tada je sustav kontrolabilan i moguce je bilo koje
pocetno stanje prebaciti u bilo koje konacno stanje u n diskretnih vremenskih intervala,
gdje je n dimenzija vektora stanja. U specijalnom sluc¢aju s jednim ulazom i konacnim
stanjem u n-tom diskretnom vremenskom trenutku, moguée je na osnovu izraza (2.212)

jednozna¢no odrediti upravljacku varijablu, odnosno w(0),u(1),u(2),...,u(n — 1).

2.6.2. Potpuna kontrolabilnost kontinuiranih sustava

Razmotrimo sada problem kontrolabilnosti linearnih kontinuiranih vremenski-invarijantnih

sustava reprezentiranih jednadzbama stanja
x(t) = Ax(t) + Bu(t). (2.214)

Rjesavanjem matri¢ne diferencijalne jednadzbe (2.214) mozemo odrediti vektor stanja u

vremenskom trenutku ¢;

t1
x(t) = eA1x(0) + / A= Bu(r)dr. (2.215)
0
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Mnozenjem prethodnog izraza s e A% te prebacivanjem x(0) na lijevu stranu dobivamo
t1
e Alx(t)) —x(0) = / e A Bu(r)dr. (2.216)
0

Na osnovu Cayley-Hamiltonovog teorema slijedi da matri¢nu funkciju e=A7 mozemo

razviti u polinom reda n — 1 po matrici A,

- ilaj(T)Aj, (2.217)

Nadalje, Bu(t) mozemo dekomponirati na slijede¢i na¢in

7) =Y bru(r), (2.218)

gdje by predstavlja k-ti stupac matrice B. Uvrstavanjem (2.218) i (2.217) u (2.216),

dobivamo
m n—1 t1
e Alx(t Z A’b / a;(T)ug(T)dr. (2.219)
k=1 j=0 0
Oznacimo li integral na desnoj strani sa
t1
vy = / oy (ryus(7)dr, (2.220)
0
izraz (2.219) postaje
m n—1
e Ax(t) — x(0) = D> ) v Alby. (2.221)
k=1 j=0

Dobiveni izraz mozemo interpretirati kao dekompoziciju proizvoljnog n-dimenzionalnog
vektora e Atix(t;) — x(0) (jer je pocetno i kona¢no stanje proizvoljno) po vektorima
A'by (j=0,1,....,n—1; k=1,2,...,m). Da bi navedena dekompozicija bila mogu¢a,

od nm vektora A7by, njih n mora biti linearno nezavisno, odnosno
rank [A"'B  A"’B --- A’B AB B|=n. (2.222)

Izraz (2.222) predstavlja uvjet potpune kontrolabilnosti stanja linearnih kontinuiranih
sustava. Ako je uvjet (2.222) zadovoljen, tada za dani skup od n linearno nezavisnih
vektora Adby, te za proizvoljni vektor e Alx(t;) — x(0), mozemo odrediti koeficijente

linearne kombinacije, vj.
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S obzirom da n koeficijenata v, predstavljaju skup od n odredenih integrala (2.220),
gdje su upravljacke varijable podintegralna funkcija, problem kontrolabilnosti se svodi
na pitanje: dali postoji m upravljackih varijabli ugx(7), k =1,2,...,m, 0 < 7 < t1, koje
simultano zadovoljavaju n integralnih jednadzbi (2.220). Vidjet ¢emo da je odgovor

pozitivan ¢ak i u sluc¢aju sustava s jednom upravljackom varijablom.

Kontrolabilnost kontinuiranih sustava s jednim ulazom

S ciljem dodatnog rasvjetljavanja koncepta kontrolabilnosti linearnih kontinuiranih

sustava, razmotrit ¢emo problem kontrolabilnosti linearnih sustava s jednim ulazom,
x(t) = Ax(t) + bu(t), (2.223)

gdje je b € R™! matrica (vektor) ulaza sustava, a u(t) je skalarna upravljacka varijabla.

Rjesenje sustava (2.223) je
t1
x(t) = e*x(0) +/ eA(tl_T)bu(T)dT. (2.224)
0

Slijededi slicnu proceduru kao u slucaju s vise ulaza, dobivamo ekvivalentni izraz jed-
nadzbi (2.221)
n—1
e Ax(t) — x(0) = > v;A’D, (2.225)
j=0
gdje je .
1
vj = / a;(T)u(r)dr. (2.226)
0

Desnu stranu izraza (2.225) mozemo prikazati kao matri¢ni produkt

e Alx(t)) — x(0) = Sv, (2.227)
gdje smo oznacili
o
Un—2
S = [A”_lb A"?b ... A’b Ab b} , v = : ) (2.228)
U1
L UO =
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Da bi mogli rijesiti matriénu jednadzbu (2.227), n x n kvadratna matrica S mora biti

invertibilna, odnosno nesingularna, sto izrazavamo uvjetom
rank [A"'b A"?b --- A’ Ab b| =n. (2.229)

Ako je matrica S nesingularna, odnosno vrijedi uvjet (2.229), tada vektor koeficijenata

v mozemo odrediti jednoznacno:
v=S8"(e"x(t;) — x(0)). (2.230)

Na osnovu poznavanja n komponenti vektora v (vg,vy,...,v,—1) imamo n integralnih
jednadzbi (2.226) koje simultano treba zadovoljiti jedna upravljacka varijabla wu(t) u
vremenskom intervalu 0 < ¢t < t;. Moze se pokazati da postoji beskona¢no mnogo up-
ravljackih funkcija u(t) koje simultano zadovoljavaju konacan broj integralnih jednadzbi
tipa (2.226). Ovdje ¢emo samo skicirati dokaz.

Diskretizirajmo po vremenu jednadzbu (2.226), gdje smo za korak integracije uzeli
T = t1/n, tako da je 7; = iT

n—1

v =T o(iT)u(iT). (2.231)

1=0

Dobiveni sustav jednadzbi mozemo prikazati u matricnom obliku

[ | [ w(0)  ao(T) - aoln—1)T) ] [ w) ]
n g @O @ w@en |||
| Un-1 | _an_l(O) an(T) «-- an_l((n—l)T)_ _u((n—l)T)_

S obzirom da je kvadratna matrica na desnoj strani nesingularna (u sluc¢aju razlicitih
svojstvenih vrijednosti matrice A), mozemo ju invertirati i na¢i upravljacku varijablu u
diskretnim vremenskim trenucima, w(0), u(T"), w(2T),...,u((n—1)T") kao funkciju koefi-
cijenata vy, vy, ..., v,_1. Drugim rijeCima, numericki smo odredili upravljacku varijablu
u(t), u diskretnim vremenskim intervalima, koja simultano zadovoljava diskretiziranu
verziju n integralnih jednadzbi (2.226).

Ako korak diskretizacije T smanjujemo, odnosno povecavamo broj diskretnih inter-
vala, sustav jednadzbi (2.231) postaje predefiniran po upravljackoj varijabli w(0), u(7T),
w(2T),...,u(kT), gdje je k > n, Sto znaci da postoji beskonaéno mnogo rjesenja nave-

dene jednadzbe.
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Ovim pojednostavljenim razmatranjem htijeli smo pokazati da u slucaju kada je
zadovoljen uvjet kontrolabilnosti (2.222) tada uvijek postoje upravljacki vektori koji
¢e (preko izraza (2.220) i (2.221)) sustav prebaciti iz proizvoljnog pocetnog stanja u
proizvoljno konacno stanje.

Uwvjet potpune kontrolabilnosti izlaza. Ako je izlaz sustava definiran izrazom
y(t) = Cx(t), tada mnozenjem izraza (2.221) s matricom C te ponavljanjem analogne
procedure kao u sluc¢aju uvjeta potpune kontrolabilnosti stanja, dobivamo slijede¢i uvjet

potpune kontrolabilnosti izlaza sustava
rank [CA"'B CA"”B --- CA’B CAB CB]=p. (2.233)

Takoder, potpuna kontrolabilnost izlaza biti ¢e zadovoljena ukoliko je zadovoljena pot-
puna kontrolabilnost stanja (2.222) i uvjet: rank C = p.

Ukoliko je matrica prijenosa razlicita od nule, D # 0, sto znaci da imamo direktnu
transmisiju ulaza na izlaz, moze se pokazati da je najopcenitiji uvjet potpune kontrola-

bilnosti izlaza slijedeci

rank [CA"'B CA"’B --- CA’B CAB CB D]=p. (2.234)

Primjena Gramove matrice

Razmotrit ¢emo primjenu Gramove matrice za utvrdivanje kontrolabilnosti linearnih

vremenski-invarijantnih sustava, na primjeru kriterija (2.222). Oznacimo li sa
M = [A"_IB A"?B ... A’B AB B] , (2.235)
gdje je M € R™*"™ tada kriterij (2.222) postaje
rank M = n. (2.236)

Za velike vrijednosti n i m odredivanje kontrolabilnosti primjenom kriterija (2.236)
postaje neprakticno. U tom slucaju efikasnije je koristiti teoriju Gramovih matrica.
Gramova matrica. Gramova matrica G definirana je za neku matricu K € R™*™
sa G = KK”. Vaznost Gramove matrice proizlazi iz ¢injenice da je G nesingularna ako
1 samo ako je rank K = n.
Ako za matricu M € R™"™ formiramo Gramovu matricu G = MM? € R"*" tada

je uvjet kontrolabilnosti (2.236) ekvivalentan zahtijevu da matrica G bude nesingularna,

odnosno det(G) # 0.



Poglavlje 2. Linearni multivarijabilni sustavi 40

2.6.3. Modalna interpretacija kontrolabilnosti
Modalna interpretacija primjenom dekompozicije vektora stanja

Primjenimo li izraz za modalnu dekompoziciju vektora stanja (2.176) u kombinaciji

sa izrazom za dekomporziciju vektora Bu(r), (2.218), dobivamo

n

x(t) =Y [r/x(0)] eM'u; + /0 >3 by up(m)e T udr, (2.237)

i=1 i=1 k=1
gdje je ug(7) k-ta komponenta upravljackog vektora u(7), dok je u; svojstveni vektor

matrice A, (Au; = \ju;). Ako za i-ti mod skalarni produkt r!'b;, zadovoljava
r’'by=0, zaVk=12...,m, (2.238)

to znac¢i da upravljacke varijable ui(7), us(7), ..., un(7) nemaju nikakvog utjecaja na
1-ti mod sustava i da nema nacina da upravljackim varijablama kontroliramo taj mod
gibanja.

Stoga, u modalnoj interpretaciji, uvjet potpune kontrolabilnosti je da skalarni pro-

dukt rI'by, ne iscezava za sve k = 1,2,...,m.

Modalna interpretacija primjenom kanonskih jednadzbi stanja

Kanonske jednadzbe stanja, nakon primjene modalne transformacije, imaju slijedeci
oblik
z(t) = Az(t) + Bu(t), (2.239)
gdje je A = PTAP = diag{\, \s,...,\,}, B = P7'B, dok je P modalna matrica
transformacije. S obzirom da nema sprege izmedu kanonskih varijabli stanja, mozemo
odmah zakljuciti da je neophodni uvjet kontrolabilnosti da matrica B ne smije imati
nul-retke. Ako bi i-ti redak matrice B bio nul-redak, tada bi i-ti redak matriéne difer-
encijalne jednadzbe (2.239) imao oblik: Z; = \;z;. Drugim rije¢ima, i-ti mod bio bi
potpuno neupravljiv. Ako primjenimo notaciju (2.184) te dekompoziciju (2.218), ma-

tricnu diferencijalnu jednadzbu (2.239) mozemo raspisati po komponentama

3= Nz + Z [r7 by ] ui(t), (2.240)

k=1
iz cega slijedi uvjet potpune kontrolabilnosti: skalarni produkt r!b, ne smije iscezavati
za sve k = 1,2,...,m. Drugim rije¢ima, mora biti zadovoljeno: rl'by # 0 za barem

jedan k=1,2,...,m.
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Uvjet kontrolabilnosti u kompleksnoj domeni
Vidjeli smo u podpoglavlju 2.2.2. da je u kompleksnoj domeni veza izmedu vektora
stanja i ulaza, X(s) = G(s)U(s), definirana matricom prijenosnih funkcija

adj[sI — A|B

G(s)=[sI-A]"'B= detsI— A

(2.241)

Moze se pokazati da ¢e sustav biti potpuno kontrolabilan po stanjima ukoliko brojnik
prijenosne funkcije adj[sI — A]B nema zajednickih faktora sa det[sI — A}, odnosno,
ukoliko nema skracivanja polova i nula. Navedeni kriterij je usko povezan s prethodno

navedenom modalnom interpretacijom kontrolabilnosti.

2.6.4. Kontrolabilnost vremenski-varijabilnih sustava

Potpuna kontrolabilnost po stanjima. Sada ¢emo razmotriti problem kontro-

labilnosti linearnih vremenski-varijabilnih sustava opisanim jednadzbama stanja

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (2.242)
y(t) = C(t)x(t). (2.243)

Znamo da rjesenje jednadzbe stanja (2.242) mozemo prikazati na slijedeéi nacin

x(t) = ®(t, to)x(to) +/ ®(t,7)B(7)u(r)dr. (2.244)

to

gdje je ®(t, to) matrica prijelaza sustava. Dakle, bilo koje pocetno stanje x(ty) moze biti
prebaceno u bilo koje konac¢no stanje x(¢1) ako postoji upravljacki vektor u(t) : [tg, t1] —

R™, takav da vrijedi

x(t1) — ®(t1,t0)x(to) = / 1 ®(ty, 7)B(7)u(r)dr. (2.245)

to

Pretpostavimo sada upravljacki vektor u(¢) u slijedeé¢em obliku
u(t) = BT (t)®" (t1,1)p, (2.246)
gdje je p € R™ neki konstantni vektor. Uvrstimo li (2.246) u (2.245), dobivamo

x(t1) — ®(t1, to)x(to) = W (to, t1)p, (2.247)
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gdje je W (tg, t1) € R™™ Gramova matrica ili Gramian kontrolabilnosti definiran sa
t1
Wty t,) = / & (t,, 7)B(r)BY (1)@ (t;, 7)dr. (2.248)
to

Sada se problem odredivanja upravljackog vektora u(t) (koji zadovoljava matri¢nu in-
tegralnu jednadzbu (2.245)), svodi na odredivanje konstantnog vektora p (koji zadovol-
java matricnu algebarsku jednadzbu (2.247)). Da bi mogli odrediti vektor p, matrica
W (to, t1) mora biti nesingularna, det|W (o, ?;)] # 0. U tom slucaju sustav je potpuno
kontrolabilan, a upravljacki vektor koji transformira pocetno stanje x(ty) u bilo koje

konacno stanje x(¢;) dan je izrazom
u(t) = BT ()@ (t1,t)W " (to, t1) [x(t1) — @ (t1, to)x(to)] - (2.249)

Potpuna kontrolabilnost po izlazu. Rjesenje jednadzbi stanja (2.242)-(2.243)

po vektoru izlaza je

y(t) = C()®(t, to)x(to) + C(1) / t ®(t,7)B(7)u(r)dr. (2.250)

to

Bilo koje pocetno stanje x(tg) moze biti prebaceno u bilo koji konaé¢ni izlaz y(¢;) ako

postoji upravljacki vektor u(t) : [tg, t;] — R™, takav da vrijedi

y(t1) — C(t1)®(t1, to)x(to) :/1C(t1>q)(t1,T)B(T)u(T)dT. (2.251)

to

Pretpostavimo sada upravljacki vektor u(t) u slijede¢em obliku
u(t) = BY(t)®" (t,,t)C"(t,)p, (2.252)
gdje je p € RP neki konstantni vektor. Uvrstimo li (2.252) u (2.251), dobivamo
y(t1) — C(t1)®(t1, to)x(to) = V(lo, t1)P, (2.253)

gdje je V(tg, t1) € RP*P Gramian kontrolabilnosti po izlazu definiran sa

V(to, t1) = /tl C(t))®(ty, 7)B(1)BT (1)@ (t,, 7)CT (t,)dr. (2.254)

to
Slicnom argumentacijom kao u slucaju kontrolabilnosti po stanju, zakljuc¢ujemo da je

sustav potpuno kontrolabilan po izlazu ako je matrica V(ty,t;) nesingularna.
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Gramian kontrolabilnosti vremenski-invarijantnih sustava. Navedeni Kkri-
terij kontrolabilnosti moze posluziti kao alternativa kriterijima kontrolabilnosti line-
arnih vremenski-invarijantnih sustava. U tom slucaju, matrica prijelaza ima oblik
®(t;,7) = eAt=7)a Gramian kontrolabilnosti je

t1
W (to, t;) = / AL-IBBT A (1= . (2.255)
to
Smjenom granica integracije, t; — t i g — 0, te smjenom varijabli integracije t; — 7 —
7, dobivamo standardnu reprezentaciju Gramiana kontrolabilnosti linearnih vremenski-

invarijantnih sustava
t
W, (t) = / ATBBTeA T dr. (2.256)
0

U tom slucaju, uvjet potpune kontrolabilnosti linearnih vremenski-invarijantnih sustava
je nesingularnost Gramiana (2.256).

Osim kao kriterij kontrolabilnosti, Gramian (2.256) igra znacajnu ulugu u analizi
stabilnosti, optimalnom i robusnom upravljanju, redukciji modela, aproksimaciji Han-
kelovih normi, itd.

Gramian kontrolabilnosti diskretnih sustava. U slucaju linearnih diskretnih

vremenski-varijabilnih sustava imamo diskretnu verziju Gramiana (2.248)

k1
W(ko, k1) = > ®(ky, k)B(k)BT (k)@ (k1 k). (2.257)
k=ko
Diskretni sustav je potpuno kontrolabilan po stanju ako je matrica W (kg, k1) nesingu-

larna.

2.7. Observabilnost linearnih sustava

S obzirom da se varijable stanja sustava opcenito ne moraju poklapati sa fizickim
(mjerljivim) varijablama sustava, sa stanovista teorije upravljanja od posebnog je znacaja
mogucénost rekonstrukcije varijabli stanja na temelju mjerenja izlaznih varijabli sustava.
To ¢e biti moguce ako sustav posjeduje svojstvo tzv. observabilnosti ili mjerljivosti.
Ukratko, sustav je potpuno observabilan ako se svaka promjena stanja sustava odrazava
na izlaznim varijablama.

Potpuna observabilnost (mjerljivost) stanja. Sustav je potpuno observabilan

po stanjima (uz u = 0), u zatvorenom vremenskom intervalu [to,%;], ako je moguce
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za zadani to i t1, svako pocCetno stanje x(to) egzaktno odrediti na osnovu poznavanja
(mjerenja) vektora izlata y(¢) u intervalu [tg,?;]. Termin ’'potpuna’ znaci da su sva

stanja (svaka komponenta vektora stanja) observabilna (mjerljiva).

2.7.1. Potpuna observabilnost diskretnih sustava

Razmatramo linearni diskretni vremenski-invarijantni sustav, uz u(k) = 0, opisan

matricnim sustavom diferencijskih jednadzbi
x(k+1) = Ex(k), (2.258)
¢ije rjesenje je dano slijede¢im izrazom
x(k) = EFx(0), (2.259)
odnosno, izlazna varijabla y (k) = Cx(k) je
y(k) = CE"x(0). (2.260)

Na osnovu definicije observabilnosti, zahtijeva se da je na osnovu mjerenja izlaza y(0),
y(1),y¥(2),..., y(IN) moguce odrediti n nepoznatih pocetnih uvjeta z1(0), z2(0), ..., z,(0).
Za to odredivanje dovoljan broj diskretnih vremenskih intervala je N = n—1. Detaljnim

raspisivanjem jednadzbi (2.260) dobivamo
y(0) = Cx(0),
y(1) = CEx(0),
y(2) = CE*x(0),
y(n —1) = CE" 'x(0),

ili u matriénom obliku

y(0) C
y(1) CE

y(2) | =] CE? |x(0). (2.261)

y(n—1) _CE”_l_
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Drugim rije¢ima, dobili smo sustav od nm jednadzbi s n nepoznanica z1(0), 22(0), ..., x,(0).
Da bi taj sustav bio rijesiv, dovoljno je da postoji n linearno nezavisnih jednadzbi un-
utar ukupnog sustava od nm jednadzbi. Da bi postojao sustav od n linearno nezavisnih

jednadzbi, rang matrice na desnoj strani izraza mora biti jednak n, odnosno,

rank [CT ETCT (ET)’C” ... (E")"'C"] =n. (2.262)

Observabilnost diskretnih sustava s jednim izlazom

Ako imamo samo jednu skalarnu izlaznu varijablu, y(k) = ¢’x(k), gdje je c € R",

sustav jednadzbi (2.261) postaje

y(0) c’ 21(0)
y(1) c'E 5(0)
y(2) = | c'E? z3(0) | . (2.263)
L y(n—1) | | TEM | | 2,(0) |
Dobili smo sustav od n jednadzbi s n nepoznanica z(0), 25(0), ..., x,(0) koje mozemo

jednoznacno odrediti invertiranjem n X n kvadratne matrice na desnoj strani izraza. Da

bi matrica bila invertibilna, mora biti nesingularna, odnosno imati rang jednak n,
rank [c E'c (E")’c -+ (E")"'c] =n. (2.264)

Dakle, u slucaju sustava s jednim izlazom mjerenim u n diskretnih vremenskih intervala,
moguce je eksplicite odrediti pocetni uvjet rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi, ako
je ispunjen uvjet observabilnosti (2.264). U opéem slucaju s vise izlaza, sustav jednadzbi

je predefiniran i potrebno je selektirati n linearno nezavisnih jednadzbi.

2.7.2. Potpuna observabilnost kontinuiranih sustava

Razmatramo kontinuirani homogeni linearni sustav (u(f) = 0) opisan matri¢nim

sustavom diferencijalnih jednadzbi
x(t) = Ax(t), (2.265)
Cije rjesenje je dano slijede¢im izrazom

x(t) = eA'x(0), (2.266)
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odnosno, izlazna varijabla y(t) = Cx(t) je

y(t) = Ce®x(0). (2.267)
Na osnovu Cayley-Hamiltonovog teorema slijedi da matriénu funkciju eA™ mozemo
razviti u polinom reda n — 1 po matrici A,
n—1
A= "a,(t)AF. (2.268)
k=0
Uvrstimo li izraz (2.268) u (2.267) dobivamo
n—1
y(t) =) ax(t)CA*X(0). (2.269)
k=0
ili u matri¢noj interpretaciji
C o ]
CA
y(t) = [ao(®)T ar(O)T ax(®)I -+ a,_1(H)I] | CA? | x(0). (2.270)
. CAn_l -

gdje je I € RP*P jedini¢na matrica. Ako je sustav potpuno observabilan, tada je na
bazi promatranja (mjerenja) vektora izlaza y(t), tijekom kona¢nog vremenskog intervala
0 <t < ty, mogucée odrediti pocetno stanje x(0).

Pretpostavimo da imamo N mjerenja izlaznog vektora y(t) u N razlicitih vremenskih
trenutaka t1,ts,...,ty. U tom slu¢aju, matricnu jednadzbu (2.270) mozemo prosiriti na

slijede¢i nacin

_ _ _ - T C 7 - _

Y(Zl) ao(il)i Oél(zl)i Oén—l(?)i CA 1’1(8)

i) | _ aO(ZQ) al(f) a”‘li( 2 CA? ‘“:( " e
_y(tN) ] _Oéo(tN)I Oél(tN)I cee Oén_l(tN)I_ _CA”_l | _Z’n(O) ]

Dimenzija prve matrice na desnoj strani jednakosti je Np X np, dok je dimenzija druge

matrice np X n. Da bi na osnovu dobivenog sustava od Np jednadzbi odredili pocetne
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uvjete z1(0),...,2,(0), potrebno je da n jednadzbi bude linearno nezavisno. Da bi
n jednadzbi bilo linearno nezavisno, druga matrica na desnoj strani (koja se mnozi s

vektorom pocetnih uvjeta) mora imati rang n,

rank [CT ATCT (AT)*CT ... (AT 1CT| =n. 2.272
(A7) (A7) ( )

Observabilnost kontinuiranih sustava s jednim izlazom

Ako imamo samo jednu skalarnu izlaznu varijablu, y(t) = ¢”x(t), gdje je ¢ € R", te

broj mjerenja N = n, sustav jednadzbi (2.271) postaje

Lyt | [aot) aitt) o awa) ][ @ ] [2(0)]
y(tz) _ Oéo(:tz) 041:(752) @n:l(t2) c :A x2:(0) ' (2.273)
_y(tn) | _ao(tn) ar(t,) -+ an—1(tn) | _CTA”*1 | _xn(O) |

Na desnoj strani jednadzbe imamo umnozak dvije kvadratne n x n matrice. Da bi
mogli odrediti vektor pocetnih uvjeta, navedene patrice moraju biti invertibilne, odnosno
njihov rang mora biti jednak n. Prva matrica koeficijenata Cayley-Hamiltonovog razvoja
eksponencijalne funkcije ima rang n ako su svojstvene vrijednosti matrice A razlicite

(jednostruke). Ostaje uvjet na rang druge matrice
rank [c A'c (A")’c -+ (AT)"'c] =n. (2.274)

Dakle, ako je zadovoljen uvjet (2.274) tada mozemo jednozna¢no odrediti vektor pocet-
nih uvjeta (mnozenjem matriéne jednadzbe (2.273) s lijeve strane inverzom prve matrice

te zatim inverzom druge matrice).

2.7.3. Modalna interpretacija observabilnosti
Modalna interpretacija primjenom dekompozicije vektora stanja

Sustav nije observabilan ako ima dinamicke modove ponasanja koji ne mogu biti
odredeni na osnovi mjerenja dostupnih izlaznih varijabli. Ako razmatramo izraz (2.173)
koji opisuje pobudivanje dinamickih modova uvjetovano pocetnim uvjetima, slijedi izraz

za dekompoziciju vektora izlaza po modovima te u funkciji pocetnih uvjeta,

y(t)=C Z [r/x(0)] e*'u. (2.275)
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gdje su u; svojstveni vektori matrice A dok su r; vektori reciprocne baze. S obzirom da

vrijedi
T T
c? clu,
Cui = . u; = . s (2276)
T T
< o

gdje je ¢l k-ti redak matrice C, izraz (2.275) nadalje moZemo prikazati po komponen-

tama vektora izlaza

n

yr(t) = Z [r/x(0)] (cfu;) e, k=1,2,...,p. (2.277)

i=1

Uvjet da i-ti mod iScezava u svakoj izlaznoj varijabli je
ciw; =0, zaVk=12...p (2.278)
Drugim rije¢ima, da bi sustav bio observabilan mora (za svaki 4) vrijediti: ¢l u; # 0, za
barem jedan £ =1,2,...,p.
Modalna interpretacija primjenom kanonskih jednadzbi stanja
Kanonske jednadzbe stanja imaju slijedec¢i oblik

z(t) = Az(t) + Bu(?) (2.279)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (2.280)

—~

gdje je A = P7'AP = diag{\, \s,..., \}, B = P7'B, C = CP, dok je P modalna
matrica transformacije.

U kanonskoj reprezentaciji, svaka komponenta vektora stanja z(t) reprezentira jedan
mod sustava. U ovom obliku uvjet observabilnosti postaje oc¢igledan: matrica C ne
smije imati nul-stupac. Ako je i-ti stupac matrice C jednak nuli, to znaéi da se i-ti mod
sustava ne pojavljuje ni u jednoj izlaznoj varijabli.

Na osnovu (2.276) te (2.178) slijedi

[ 7] P T 7. ]
. cl clu; cluy -+ clu,
C=CP=| " |[u u - u,)= . ' . . . (2.281)
T T T T
¢ | cu cpu Cp U |
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Ako je i-ti stupac jednak nuli tada mora biti zadovoljen uvjet (2.278). Dakle, dobili
smo isti uvjet observabilnosti: da bi sustav bio observabilan mora (za svaki i) vrijediti:

clu; # 0, za barem jedan k = 1,2,...,p.

Uvjet observabilnosti u kompleksnoj domeni

U kompleksnoj domeni (vidi 2.2.2.) veza izmedu vektora izlaza i vektora pocetnih

uvjeta, uz U(s) = 0, dana je slijedeéim izrazom

Y(s) = ClsT— A]"'x(0) = Caiifé{ _Agm)

(2.282)

Vidjeli smo da ne-observabilnost ima za posljedicu izostanak jednog ili vise modova
sustava u izlaznom vektoru. Na osnovu toga mozemo zakljuciti da kriterij observabil-
nosti u kompleksnoj ravnini podrazumjeva da Cadj[sI — A] nema zajednickih faktora

sa det[sI — A], odnosno da nema skracivanja polova i nula.

2.7.4. QObservabilnost vremenski-varijabilnih sustava

Observabilnost vremenski-varijabilnih diskretnih sustava. Razmotrimo lin-
earni vremenski-varijabilni diskretni sustav opisan matri¢nim diferencijskim jednadzbama

stanja

x(k +1) = A(k)x(k), (2.283)
y(k) = C(k)x(k). (2.284)

Rjesenje sustava (2.283)-(2.284) mozemo prikazati u obliku
y(k) = C(k)®(k, ko)x(ko). (2.285)

gdje je ®(k, ko) matrica prijelaza diskretnog vremenski-varijabilnog sustava. Pomnozimo
li jednadzbu (2.285) sa ®T(k, ko)CT (k) dobivamo

&7 (k, ko)CT (k)y (k) = ®7 (k, ko)CT (k)C (k)@ (K, ko)x (ko). (2.286)

Sumiranjem prethodnog izraza, dobivamo

S (k. ko) O (B)y (k) = Mk, by )x(ko) (2.257)
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gdje je M(ko, k1) Gramian observabilnosti definiran sa

M (ko, k1) = Z &7 (k, ko)CT (k)C(k)®(k, ko)x (ko). (2.288)

k=ko

Na osnovu izraza (2.293) vidimo da pocetno stanje x(ky) mozemo odrediti na osnovu
izlaznih varijabli y(ko), y (ko+1), ...,y (k1) jedino ako je matrica M(ko, k1) nesingularna.

Ako je M(ko, k1) nesingularna, invertiranjem matrice dolazimo do kona¢nog rjesenja

k1
x(ko) = M~ (ko, k1) Y ®"(k, ko)CT (k)y (k). (2.289)

k=ko

Dakle, ako je M(ko, k1) nesingularna tada na osnovu izraza (2.295) mozemo rekon-
struirati pocetno stanje sustava na temelju mjerenih izlaza y(ko),y (ko + 1), ...,y (k1),
odnosno, sustav je potpuno observabilan.

Observabilnost vremenski-varijabilnih kontinuiranih sustava. Razmotrimo

sada linearni vremenski-varijabilni kontinuirani sustav opisan jednadzbama stanja

x(t) = A(H)x(t), (2.290)
y(t) = CH)x(t). (2.291)

Rjesenje sustava (2.290)-(2.291) mozemo prikazati u obliku
y(t) = C()®(t, to)x(to). (2.292)

gdje je ®(t,tp) matrica prijelaza kontinuiranog vremenski-varijabilnog sustava. Nakon
mnoZenja jednadzbe (2.292) sa ®T(¢,4)CT (1), te integriranja dobivamo

/ " (1, 10)CT (1) (1)t = Mi(to, £1)x(t0). (2.203)
to
gdje je M(t, t1) Gramian observabilnosti kontinuiranih sustava definiran sa

Mty 1) — / " BT (1, 10)CT (OB (1. 1) . (2.204)

to

Ako je Gramian M(ty, 1) nesingularan, tada postoji njegov inverz i mozemo nadéi rjesenje
jednadzbe (2.293) po pocetnom uvjetu x(ty),

x(to) = M~ (to, 1) / " BT (1, 10)CT 1)y (1)dL. (2.295)

to
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Drugim rije¢ima, sustav je potpuno observabilan ako je Gramian M(ty, ;) nesingularan.

Gramian observabilnosti vremenski-invarijantnih sustava. Navedeni kri-
terij observabilnosti moze posluziti kao alternativa kriterijima observabilnosti linearnih
vremenski-invarijantnih sustava. U tom slu¢aju, matrica prijelaza ima oblik ®(¢;,7) =

eAt=7) 3 Gramian observabilnosti je
t1 -
M(to, t,) = / eA =T A=)y, (2.296)
to

Smjenom granica integracije, t; — t i g — 0, te smjenom varijabli integracije t; — 7 —
7, dobivamo standardnu reprezentaciju Gramiana observabilnosti linearnih vremenski-

invarijantnih sustava

t
W,(t) = / ATCTCeA dr. (2.297)
0

U tom slucaju, uvjet potpune observabilnosti linearnih vremenski-invarijantnih sustava

je nesingularnost Gramiana (2.297).

2.8. Regulacija linearnih sustava

Razmotrit ¢emo neke osnovne regulacijske strukture linearnih multivarijabilnih sus-

tava, te sintezu regulatora primjenom metode podesavanja polova.

2.8.1. Regulacijske strukture linearnih sustava

Regulacija po vektoru stanja. Ako je kompletni vektor stanja mjerljiv, tada je

moguce zatvoriti direktnu regulacijsku petlju po vektoru stanja
u(t) = —Kx(t) + w(t), (2.298)

gdje je K € R™*™ matrica pojacanja, a w(t) € R™ je referentni vektor vodenja.
Uvrstimo li zakon upravljanja (2.298) u jednadzbe stanja linearnih vremenski-invarijantnih
sustava (2.3)-(2.4), dobivamo

x(t) = (A — BK)x(t) + Bw(t), (2.209)
y(t) = (C — DK)x(t) + Dw(t), (2.300)
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U kompleksnoj domeni (vidi (2.65) i (2.66)), vezu izmedu izlaznog i ulaznog vektora
mozemo izraziti preko matrice prijenosnih funkcija, Y(s) = G(s)W(s),

(C — DK)adj[sI — A + BK|B

Gls) = det[sI — A + BK]

+D, (2.301)

gdje je det[sI— A+ BK] karakteristicni polinom, a det[sI — A+BK] = 0 karakteristicna
jednadzba sustava. Rjesenjem karakteristicne jednadzbe po s, dobivamo polove sustava
S1,82, . - ., Spn, KOji su identi¢ni svojstvenim (vlastitim) vrijednostima matrice A — BK,
koje oznacavamo Ay, Ag, ..., A\,.

Problem sinteze regulatora metodom podeSavanja polova svodi se na odredivanje
matrice pojacanja K, tako da rjesenja karakteristicne jednadzbe det[sI — A + BK] =0
budu neke, unaprijed zadane, svojstvene vrijednosti Ai, Ao, ..., \,. Jasno, svojstvene
vrijednosti biraju se tako da sustav bude stabilan. Moze se pokazati da je preko re-
gulatora stanja moguce podesiti sve polove sustava, pod uvjetom da je sustav potpuno
kontrolabilan (upravljiv).

Regulacija po vektoru izlaza. Ako vektor stanja nije direktno mjerljiv, tada je

moguce zatvoriti regulacijsku petlju po vektoru izlaza
u(t) = —Ky(t) + w(t), (2.302)

gdje je K € R™*P matrica pojacanja, a w(t) € R™ je referentni vektor vodenja.
Uvrstimo li zakon upravljanja (2.302) u jednadzbe stanja linearnih vremenski-invarijantnih
sustava (2.3)-(2.4), uz D = 0, dobivamo

x(t) = (A — BKC)x(t) + Bw(t), (2.303)

y(t) = Cx(1), (2.304)
U kompleksnoj domeni, vezu izmedu izlaznog i ulaznog vektora mozemo izraziti preko
matrice prijenosnih funkcija, Y (s) = G(s)W(s),

G(s) = Cadj[sI - A + BKC|B
~ det[sI - A +BKC] ’

(2.305)

gdje je det[sI — A + BKC] karakteristicni polinom, a det[sI — A + BKC] = 0 karakter-
1sticna jednadzba sustava. Daljnje razmatranje je analogno kao u slucaju povratne veze

po vektoru stanja.
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Preko regulatora izlaza nije mogucée uvijek podesiti sve polove sustava (bez obzira
na potpunu kontrolabilnost sustava). U tom slu¢aju primjenjuje se observer stanja za
estimaciju vektora stanja. Preko estimiranog vektora stanja X(t) realizira se regulator
stanja u(t) = —Kx(t) + w(t) za kojeg se moze provesti sinteza metodom podesavanja
polova sustava.

Utjecaj povratne veze na osobine sustava. Moze se pokazati da povratna veza
nema utjecaja na kontrolabilnost sustava. Drugim rije¢ima rang matrice M sustava bez
povratne veze, definirane sa (2.235), jednak je rangu matrice M sustava s povratnom

M=[(A-BK)"'B --- (A-BK)’B (A-BK)B BJ. (2.306)

Nadalje, na osnovu izraza (2.300) vidimo da u slucaju C = DK sustav postaje neob-
servabilan, jer se gubi veza izmedu stanja sustava i izlaza. Ako je D = 0, tada povratna

veza nema utjecaja na svojstvo observabilnosti sustava.

2.8.2. Sinteza regulatora podeSavanjem polova sustava

Problem sinteze regulatora podesavanjem polova sustava mozemo formulirati na sli-
jedec¢i nacin: za unaprijed zadane polove sustava s povratnom vezom Ai, Ag, ..., \,,
koji su identi¢ni svostvenim vrijednostima matrice (A — BK)), treba odrediti matricu

pojacanja K, uz pretpostavku da je sustav potpuno kontrolabilan.

Sinteza regulatora primjenom modalne transformacije

Uvedemo li oznaku A, = A — BK, jednadzba (2.299) postaje
x(t) = A,x(t) + Bw(t). (2.307)

Primjenimo li sada modalnu transformaciju x(t) = Pz(t), jednadzba (2.307) postaje

z(t) = Az(t) + Bw(t), (2.308)
gdje je A = P7TA,P = diag{\1, A2, ..., M}, dok je B = P~'B. S obzirom da operacija
slicnosti matrica ne mijenja svojstvene vrijednosti, slijedi da su svojstvene vrijednosti
matrice A, (ili polovi) jednaki svojstvenim vrijednostima (dijagonalnim elementima)

matrice A.
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Na osnovu izraza A, = A — BK i A = P~!A,P dobivamo
A - BK =PAP . (2.309)
Nakon mnozenja s desne strane matricom P izraz (2.309) postaje
AP — BKP = PA. (2.310)

Uvedemo li sada oznaku K = KP, te nakon prebacivanja pojedinih élanova, izraz (2.310)
postaje
AP — PA = BK, (2.311)
dok je
K=KP. (2.312)

Izraz (2.311) predstavlja linearnu matri¢nu jednadzbu po nepoznatoj matrici P dok su
matrice A, B, A i K unaprijed zadane. Dijagonalna matrica A sadrzi zeljene svojstvene
vrijednosti zatvorenog regulacijskog kruga, a matrica K je proizvoljna konstantna ma-
trica. Na kraju, matricu pojacanja K regulatora stanja dobivamo na osnovu jednadzbe
(2.312).

Da bi rjesili jednadzbu (2.311) po matrici P, primjenit ¢emo reprezentaciju matrica

preko vektora stupaca
Alpy P2 - Po]—[P1 P2 -+ paldiag{A;, Xa, ..., A} = BK, (2.313)
odnosno
[Ap; Ap; --- Ap.] —[Mp1 \ap2 --- Aupa] = [Bk; Bk, --- Bk,], (2.314)

gdje je p; i-ti stupac matrice P, dok je k; i-ti stupac matrice K. Matri¢na jednadzba
(2.314) zadovoljena je ako je i-ti stupac na lijevoj strani jednakosti jednak i-tom stupcu

na desnoj strani, odnosno
Ap; — \;p; = Bk;, i=1,2,...,n. (2.315)
Na osnovu prethodnog izraza mozemo odrediti i-ti stupac matrice P,

p; = (A — \I)7'Bk;, i=1,2,...,n. (2.316)
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Odredivanjem svih stupaca p; pomoc¢u izraza (2.316), odredili smo matricu P, a na
osnovu nje, primjenom izraza (2.312), direktno dobivamo matricu pojacanja K.

Na osnovu izraza (2.316) zakljucujemo da se zeljene svojstvene vrijednosti zatvorenog
regulacijskog kruga moraju razlikovati od svojstvenih vrijednosti matrice A (jer bi inace
matrica (A — \I) bila singularna). Nadalje, vidimo da sinteza regulatora primjenom
navedene metode nije jednoznac¢na jer matricu K mozemo izabrati proizvoljno. Od
vise moguéih izbora proizvoljne matrice K bolji je onaj koji ima za posljedicu manja

pojacanja (elemente) matrice K.

Sinteza regulatora primjenom karakteristicne jednadzbe

Slijedec¢i pristup sintezi regulatora podesavanjem polova zatvorenog regulacijskog

kruga baziran je na primjeni karakteristicne jednadzbe regulacijskog sustava (2.307),

d(\) = det(A\I — A + BK) = 0. (2.317)
Cilj sinteze regulatora je odredivanje matrice pojacanja K, tako da rjesenja karakter-
isticne jednadzbe (2.317) budu Zzeljeni korijeni (polovi) sustava Aj, Ag, ..., A,. Moze se
pokazati da je to moguce ukoliko je par (A, B) potpuno kontrolabilan. Karakteristi¢ni

polinom u (2.317) mozemo prikazati na slijedeéi nacin

d(\) = det{(A\I — A)[T+ (\I - A)"'BK]} =
= det(A\I — A) det[I + (\I - A)"'BK], (2.318)

gdje d(A\) = AI — A predstavlja karakteristiéni polinom sustava u otvorenoj povratnoj
vezi. S obzirom da izraz (\I—A)~! ima oblik Laplaceovog transformata matrice prijelaza
eAl) oznacit ¢emo ga sa ®(\) = (\I — A)~L. Koristeéi navedene oznake, izraz (2.318)

mozemo prikazati kao

d(\) = d()\) det[T + ®()\)BK]. (2.319)

Primjenom svojstva determinanti: det(AB) = det(A) det(B), gdje su A i B proizvoljne

matrice odgovarajucih dimenzija, te definicijom pseudoinverza matrice K,

K' = K" (KK") " (2.320)
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sa svojstvom KK = I, mozemo izvesti slijedeéi identitet
det[I + ®(\)BK] = det(KK") det[I + ®(\)BK)] =
= det(K) det[I + ®(\)BK] det(K') =
= det {K[I + ®(\)BK|K'} =
= det [I+ K®(\)B], (2.321)

tako da jednadzba (2.319) postaje

~

d(\) = d()\) det[I + K®()\)B]. (2.322)

Matricu K treba odrediti iz uvjeta cZ()\) = 0zasvako \;, 1 = 1,2,...,n. To ¢e biti slucaj
ako je
det[I+K®()\)B] =0, i=1,2,...,n (2.323)
pri ¢emu se zeljene svojstvene vrijednosti zatvorenog regulacijskog kruga moraju raz-
likovati od svojstvenih vrijednosti matrice A (jer bi inace bilo d()\;) = 0).
Uvjet (2.323) mozemo postiéi izjednac¢avanjem sa nulom svih elemenata jednog stupca
determinante. Ako oznac¢imo j-ti stupac jediniéne matrice I sa e;, a j-ti stupac matrice
F(\)=®(\)Bsaf;(\), (j =1,2,...,m) tada izjednacavanje j-tog stupca s nulom u

izrazu (2.323) mozemo prikazati kao

Jednadzba (2.324) nije dovoljna za odredivanje matrice pojacanja K. Potrebno je da
postoji n linearno nezavisnih jednadzbi za svaki A\;, ¢ = 1,2,...,n. Ako su svi zeljeni
korijeni medusobno razli¢iti (jednostruki), tada je moguée pronaéi n linearno nezavisnih
stupaca £, (A1), fj,(A2),...,f;, (A\,) unutar n x nm matrice [F(A\;) F(A2) ... F(\,)],
gdje su indeksi ji,ja,...,Jn € {1,2,...,m}. U tom slucaju, n vektorskih jednadzbi

(2.324) moze se prikazati u obliku jedne matricne jednadzbe
K[f;, (M) £,(0) ... £, (\)]=—[ej e, ... €], (2.325)
iz koje dobivamo konacan izraz za matricu pojacanja
K=—[ej, e, ... e ] [f,(\) £,(0) ... £.(0\)]" (2.326)

Na slican nacin je moguée provesti sintezu regulatora po vektoru izlaza, u(t) =
—Ky(t) = —KCx(t). U tom slucaju je matrica F()\;) = C®(\;)B, a ostala procedura

je sliécna kao u slucaju regulatora stanja.
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Sinteza regulatora primjenom Ackermannove formule

Karakteristicna jednadzba zatvorenog regulacijskog kruga ima slijede¢i oblik

~

d(A) = det(\I — A,) = det(\T — A + BK) = (A= A)(A = Xg) - (A= A,) =
- )\n + anfl)\nil + an72An72 + e + a/l)\ + ap = 0 (2327)

Prema Cayley-Hamiltonovom teoremu matrica A, zadovoljava svoju karakteristicnu jed-

nadzbu

A

d(A,) = A"+ a, (A" Fa, AT 4 aA +ag=0. (2.328)

Ako sada u prethodnu jednadzbu uvrstimo potencije matrice A, = A — BK (zbog

jednostavnosti razmatramo slucaj za n = 3)

A, = A - BK, (2.329)
A? = (A -BK)> = A” - ABK — BKA,, (2.330)
A? = (A -BK)? = A® - A’BK — ABKA, - BKA?Z. (2.331)

dobivamo slijededi izraz

d(A,) = agl + a1 A, + as A% + A? =
= apl + a;(A — BK) + ag(A2 — ABK - BKA,) +
+ A? — A’BK — ABKA, - BKA? =
= aol + a1 A + asA% + A? — ¢;BK — a,ABK — a,BKA, —
— A’BK — ABKA, - BKA?
= d(A) — a;BK — a;ABK — ¢;BKA, — A’BK — ABKA, — BKA%, (2.332)
gdje smo oznacili
d(A) = det(A\I — A) = apl + a1 A + asA* + A®. (2.333)
S obzirom da vrijedi CZ(AT) = 0, na osnovu izraza (2.332) slijedi
d(A) = ;BK + a2 ABK + a;BKA, + A’BK + ABKA, + BKA?. (2.334)

odnosno, nakon sredivanja dobivamo

d(A) = B(a;K + a;KA, + KA?) + AB(a;K + KA,) + A’BK. (2.335)
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Prethodni izraz mozemo prikazati u matri¢cnom obliku

alK —|— CLQKAT —|— KA%
d(A)=[B AB A’B]- a; K + KA, (2.336)
K

Ukoliko imamo jednu ulaznu varijablu, odnosno B € R™*!, tada je matrica
M = [B AB A2B} (2.337)

kvadratna. Ako je rankM = n, matrica je nesingularna i sustav je kontrolabilan. Ako
sada jednadzbu (2.336) pomnozimo s lijeve strane sa izrazom [0 0 1]JM™!, dobivamo
matricu pojacanja

K=1[001[B AB A’B] 'd(A). (2.338)

U slucaju proizvoljnog n-dimenzionalnog sustava, izraz (2.338) mozemo generalizirati

na slijedeci nacin
K=[00 --- 01[B AB A’B --- A"'B] ' d(A). (2.339)

Izraz (2.339) naziva se Ackermannova formula i koristi se za odredivanje matrice po-

jacanja regulatora stanja multivarijabilnih sustava s jednim ulazom.



3 Analiza nelinearnih

dinamickih sustava

3.1. Dinamicki model nelinearnih sustava

Nelinearni dinamicki sustav s upravljackim varijablama mozemo prikazati slijede¢im

sustavom nelinearnih diferencijalnih jednadzbi

1 (t)
To(t)

Tn(t) = fo (x1(t), .. 2 (t), ur(t), ..., um(t), t), xn(to) = Tno,

koji se moze prikazati konciznije u vektorskom obliku

fi(x(t), ...,z (t),ur(t), ... un(t),t), x1(to) = 10,
fo(z1(t), ..., xn(t),ur(t), ..., um(t),t), To(ty) = o,

x(t) =f(x(t),u(t),t),  x(to) = Xo, (3.5)
gdje su ) ) ) ) ) )
z1(t) uy (1) fi()
(1) us (1) f2 ()
= | ww =] =] (3.
| onlt) | wnlt), el
Pretpostavka je da su funkcije fi(-),..., f, (-) kontinuirane, tako da sustav jednadzbi
(3.5) ima jedinstveno rjesenje.
Ako nema upravljackih varijabli, u(f) = 0, tada sustav (3.5) postaje nelinearni
vremenski-varijabilni sustav
x(t) =f (x(t),1), x(tg) = xq (3.7)

59
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Ako dinamika sustava ne ovisi eksplicite o vremenu, tada imamo nelinearni autonomni

sustav
x(t) = £ (x(t),  x(to) = xo. (3.8)

Sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi (3.7) u opéem sluc¢aju ne mozemo rijesiti
analiticki. Medutim rjesenja diferencijalnih jednadzbi (3.7) zadovoljavaju neka opéa svo-
jstva, poput matrice prijelaza kod linearnih sustava. Pretpostavimo da za neko pocetno
vrijeme ty i pocetno stanje xo = x(ty) imamo rjesenje jednadzbi (3.7) za t > t; u obliku

x(t; X0, to). Tada vrijede slijedeca svojstva:
o X(to; X0, to) = Xo;
d
° ax(zﬁ;xo,to) = f [x(t; %0, to), t];
o X[ty;x(t1; X0, t0), t1] = X(t2; X0, to) za svaki t1,ty (princip kauzalnosti);

o x(t;Xo,t0) = x(t + 7; X0, to + 7) za svaki ¢, 7 (samo za autonomne sustave (3.8))

3.2. Linearizacija nelinearnog dinamickog modela

U slucaju kada razmatramo male perturbacije oko nekog referentnog stanja, tada je

moguce nelinearne jednadzbe stanja

x(t) = f (x(t),u(t)), (3.9)

linearizirati oko referentnog stanja i dobiti linearne diferencijalne jednadzbe koje opisuju
dinamiku malih perturbacija.

Pretpostavimo da imamo referentno stanje X(¢) i odgovarajudi referentni upravljacki
vektor u(t). U slucéaju bez perturbacija, referentni vektori zadovoljavaju nelinearnu

jednadzbu stanja
T(t) = £ (x(¢),1u(t)), (3.10)

U perturbiranom stanju, vektor stanja i upravljanja mozemo prikazati na slijedeci nacin
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gdje su 0x(t) i du(t) male varijacije oko referentnog vektora stanja i upravljanja, respek-
tivno. Uvrstimo li sada (3.11)-(3.12) u (3.9), dobivamo

Z(t) + ox(t) = £ (X(t) + ox(t), a(t) + du(t)). (3.13)

Prethodni izraz mozemo razviti u Taylorov red za i-tu komponentu (i = 1,...,n)

zi(t) 4+ 02:(t) = f; (R(t), Q(t +Z§xl Zgg’ (3.14)

gdje smo zanemarili ¢lanove drugog i visih redova zbog pretpostavke da su varijacije
oko referentnog stanja dovoljno male. Usporedimo li izraz (3.10) sa (3.14), na kraju

dobivamo

5x'i(t)— gf <(t)+ g;’:’ ui(t), i=1,2,...,n, (3.15)

gdje su parcijalne der1vac1Je u prethodnom izrazu funkcije referentnog stanja i upravlja-

nja, X(t), a(t). Sustav jednadzbi (3.15) mozemo prikazati u matri¢nom obliku
Ix(t) = A(t)ox(t) + B(t)ou(t), (3.16)

gdje su Jacobiani A(t) i B(t) definirani sa

ox1 Oxo Oxn ouq Ous Oum
of2 O0f2 ... Of2 Of2 0f2 ... Of
A(t) = | o o | B(t) = | o o e (3.17)
Ofn  Ofn ... Ofn Ofn Ofn .. Ofn
L Ox1 Oxo 0xn | | Oup Ousg Oum

drugim rije¢ima, dobili smo linearni vremenski-varijabilni sustav diferencijalnih jed-
nadzbi. U slucaju da je referentno stanje i upravljanje konstantno, tada su i matrice A

i B konstantne, odnosno imamo linearni vremenski-invarijantni sustav.

3.3. Specificnosti nelinearnih dinamickih sustava

Nelinearni dinamicki sustavi imaju neka specificna svojstva koja se ne opazaju kod
linearnih dinamickih sustava. Ta svojstva je bitno istaknuti kako bi se dodatno naglasio
oprez prilikom nekriticke linearizacije nelinearnih dinamickih sustava. Linearizacijom

takvih sustava razaramo navedene osobine sustave, $to znaci da se linearna aproksimacija
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moze totalno (a ponekad i katastrofiéno) razlikovati u podrucju gdje se dotiéne osobine
ispoljavaju. Navodimo samo one osobine koje se ne mogu pojaviti kod linearnih sustava.

Visestruke fiksne tocke. Nelinearni sustavi mogu imati visestruke fiksne tocke, ili
tocke ravnoteze (engl. equilibrium points). Fiksne ili ravnotezne tocke kod nelinearnih
autonomnih sutava

x = f(x), x(0) = xq (3.18)

su oni vektori stanja x* za koje je X = 0, odnosno koji zadovoljavaju
f(x*)=0. (3.19)

Kod linearnih autonomnih sustava postoji samo jedno ravnotezno stanje x* = 0.
Primgjer. Jedan jednostavan primjer viSestrukih fiksnih tocaka je jednadzba slo-
bodnog njihala

i+ %sin(:v) — 0, (3.20)

gdje je x kut njihala od polozaja ravnoteze, g je gravitacijska konstanta a [ je duljina
njihala. Ravnotezne tocke definirane su jednadzbom sin(z*) = 0, ¢ije rjesenje je z* =
0, £m, £2m, ..., £nm, gdje je n bilo koji prirodni broj. Drugim rije¢ima, imamo beskon-
acni broj fiksnih tocaka.

Konaéno vrijeme ’bijega’ (finite escape time). Razmotrimo slijedeci nelin-

earnu sustav prvog reda

i=-—x+2°=0, 2(0) = o. (3.21)
Navedeni sustav ima dvije fiksne tocke definirane jednadzbom —x + 2? = z(z — 1) = 0,
odnosno =7 = 0, 5 = 1. Takoder, postoji analiticko rjeSenje u ovisnosti o pocetnim

uvjetima
-t

x(t)

Na osnovu rjeSenja vidimo za pocetne uvjete ry < 1 rjeSenje konvergira nuli, odnosno

= . 3.22
1 — 29+ x9et ( )

sustav je stabilan. Za zy = 1 rjesenje je konstantno z(¢) = 1, dok za zy > 1, sustav

divergira u beskonacnost i to u konacnom vremenu ¢; koje odredujemo tako da nazivnik

Zo
xo—1

rjesenja izjedna¢imo s nulom, 1 — zo 4+ xoe "/ = 0, odnosno t; = In :
Graniéni krugovi (limit cycles). Linearni sustavi mogu imati oscilatorno pon-
asanje u slucaju vanjske harmonicke pobude, ili u sluc¢aju granicne stabilnosti - kada

se polovi nalaze na imaginarnoj osi. S obzirom da realni i imaginarni dio svojstvenih
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vrijednosti ovise o parametrima sustava, svaka mala promjena parametara moze sustav
prebaciti iz oscilatornog moda u mod s prigusenim oscilacajama (stabilan) ili raspirenim
oscilacijama (nestabilan). Takoder, amplituda oscilacija ¢e direktno ovisiti o pocetnim
uvjetima.

S druge strane, nelinearni sustavi mogu pokazivati svojstvo samopobudenih oscilacija
konstantne amplitude i frekvencije. Pri tome amplituda oscilacija ne ovisi o pocet-
nim uvjetima - svi pocetni uveti konvergiraju oscilacijama iste amplitude. Takoder,
promjenama parametara sustava utje¢emo eventualno na amplitudu i frekvenciju ali ne
‘razaramo’ oscilatorno ponasanje (osim u sluéaju tzv. Hopfove bifurkacije).

Primjer takvog granic¢nog kruga (limit cycle) je Van der Polov oscilator
mi + 2c(x? — 1)i + kx = 0, (3.23)

gdje sum, c ik pozitivne konstante. Mehanicka interpretacija Van der Polove jednadzbe
je mehanicki oscilator s prigusenjem koje ovisi o poziciji. Kod RLC krugova, navedena
jednadzba odgovara krugu s nelinearnim (negativnim) otporom.

Vis1 harmonict. Ako je pobuda linearnog sustava harmonicka funkcija konstantne
frekvencije i amplitude, tada ¢e izlaz sustava biti harmonicka funkcija iste frekvencije
s pomakom u fazi i amplitude koja se opcenito razlikuje od ulazne amplitude. Kod
nelinearnih sustava harmonicka pobuda odgovarajuce frekvencije rezultirat ¢e izlazom
koji ¢e sadrzavati harmonik osnovne (ulazne) frekvencije, te harmonike viseg reda.

Bifurkacije. Kod linearnih sustava s promjenom parametara sustava stabilna fik-
sna tocka kod neke vrijednosti parametara postaje granicno stabilna a zatim nestabilna.
Kod nelinearnih sustava promjenom parametara, stabilna fiksna tocka kod odredene
vrijednosti parametara (kriticna tocka ili bifurkacijska vrijednost) postaje lokalno nesta-
bilna i sustav prelazi u novo, stabilno, ravnotezno stanje. Navedeni fenomen naziva se
bifurkacija. Drugim rijec¢ima, bifurkacija je pojava kada kvantitativna promjena para-
metara sustava uzrokuje kvalitativnu promjenu ponasanja sustava.

Kaos. Kod linearnih sustava male razlike u pocetnim uvjetima uzrokuju male raz-
like u trajektorijama koje odgovaraju tim pocetnim uvjetima. Kod nelinearnih sustava
mogu¢ je tzv. kaoticno ponasanje. Kaos je pojava kada dvije trajektorije s bliskim
pocetnim uvjetima, tijekom vremena postanu potpuno razli¢ite. Drugim rijec¢ima, pon-
asanje sustava je ekstremno osjetljivo na pocetne uvjete i nemoguée je raditi dugorocne

predikcije kaoticnih sustava. Tipican primjer je Lorentzov model, krajnje pojednos-
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tavljen model vremena u obliku tri nelinearne diferencijalne jednadzbe, koji pokazuje

kaoti¢no ponasanje.

3.4. Analiza u faznoj ravnini

Metoda fazne ravnine ogranicena je iskljuc¢ivo na sustave drugog, eventualno treceg
reda. Za sustave viseg reda mozemo razmatrati jedino projekcije trajektorije na zadanu
ravninu.

Nelinearni autonomni sustav drugog reda mozemo prikazati slijede¢im sustavom ne-

linearnih diferencijalnih jednadzbi

i1 = fi(x1, T2), (3.24)
Ty = fo(w1,12), (3.25)

gdje su xq 1 x5 stanja sustava dok su fi(-), f2(+) nelinearne kontinuirane funkcije. Fazna
ravnina sustava (3.24)-(3.25) je koordinatna ravnina x; — xs, dok je fazna trajektorija
parametarski prikaz vremenske evolucije varijabli stanja (z1(t),z2(t)) u faznoj ravnini
r1 — Tg sa vremenom kao parametrom.

Pretpostavimo da sustav (3.24)-(3.25) ima fiksnu tocku (z7, x3) te da zelimo ispitati
ponasanje sustava u okolini te tocke. Linearizacijom sustava (3.24)-(3.25) dobivamo

slijedec¢i sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi
Ty = ai’l -+ b.%g, (326)
Ty = Ci’l + dfg, (327)

gdje su 71y = 21 — 2] 1 9 = 22 — 75, dok je

o 8f1 * % o afl * % o 8f2 * % _ * %
a= Oy (z1,25), b= 3:102(%’%)’ c= 07, (z1,73), d= B 2(x1,$2)~ (3.28)

Svojstvene vrijednosti matrice A,

a b
A — L d] ’ (3.29)

koje definiraju ponasanje sustava, odredit ¢emo na osnovu karakteristicne jednadzbe
det(A\I — A) =0,
N — (a+d)\+ (ad — be) = 0, (3.30)
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odnosno
A2 — tr(A)\ + det(A) =0, (3.31)

gdje je
T=tr(A)=a+d

trag matrice A, dok je
D =det(A) = ad — be

determinanta matrice A. Svojstvene vrijednosti dobivamo rjesavanjem kvadratne jed-
nadzbe (3.31),
T 1 ——
/\172 == 5 :|: 5 T2 - 4D (332)

U ovisnosti o vrijednostima parametara 7" i D imamo razli¢ite svojstvene vrijednosti
koje mogu biti realne ili konjugirano kompleksne. Nadalje, realni dio moze biti pozitivan,
negativan ili jednak nuli. Takoder, korijeni mogu biti razli¢iti (jednostruki) ili dvostruki.
U ovisnosti o pojedinom slucaju, ponasanje sustava je sustinski razlicito.

(I) Svojstvene vrijednosti su realne i razliéite. Svojstvene vrijednosti su
realne i razlicite kada je ispunjen uvjet 7% — 4D > 0. U tom slucaju rjeSenje sustava

(3.26)-(3.27) mozemo prikazati na slijede¢i nac¢in

i = CreMt + Che?t, (3.33)
i’g = C3€>\1t + C4€>\2t, (334)
gdje su Cj, i = 1,...,4, konstante ovisne o poc¢etnim uvjetima.

Imamo slijedec¢e podslucajeve:

1. Stabilni ¢vor: Ay < 0, A\ < 0. Fiksna tocka je asimptotski stabilna.
2. Nestabilni ¢vor: Ay > 0, Ay > 0. Fiksna tocka je nestabilna.

3. Nestabilno sedlo: A1 > 0, Ay < 0. Fiksna tocka je nestabilna.

4. Ay =0, Ay > 0. Fiksna tocka je nestabilna.

5. A1 =0, Ay < 0. Fiksna tocka je stabilna, ali nije asimptotski stabilna.
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(IT) Svojstvene vrijednosti su konjugirano kompleksne. Svojstvene vrijed-
nosti su konjugirano kompleksne kada je ispunjen uvjet T2 — 4D < 0. Tada svojstvene

vrijednosti (3.32) mozemo prikazati na slijede¢i nacin
T 1
A2 =7+ jw, v=—, @ w= 5\/T2 —4D. (3.35)

gdje je j imaginarna jedinica. Za konjugirano kompleksne svojstvene vrijednosti rjesenje
sustava (3.26)-(3.27) je u obliku

71 = (0 cos(wt) + Cy sin(wt)), (3.36)
Ty = " (Cy cos(wt) + Cysin(wt)), (3.37)
gdje su C;, i = 1,...,4, konstante ovisne o pocetnim uvjetima.

Razlikujemo slijedeé¢e podslucajeve:

1. Stabilni fokus: A2 = v+ jw, v < 0, w # 0. Imamo prigusene oscilacije i fiksna

tocka je asimptotski stabilna.

2. Nestabilni fokus: A2 =7 £ jw, v > 0, w # 0. Imamo raspirene oscilacije i fiksna

tocka je nestabilna.

3. Stabilni centar: A\ = y£jw, v =0, w # 0. Nema prigusenja i fiksna tocka je sta-
bilna, ali nije asimptotski stabilna. Zbog periodi¢nosti rjesenja fazna trajektorija

je zatvorena krivulja sa fiksnom tockom u sredistu.

(III) Svojstvene vrijednosti su jednake (dvostruke). Svojstvene vrijednosti
su jednake A\ 5 = A kada je ispunjen uvjet 72 — 4D = 0. U tom slucaju rjesenje sustava

(3.26)-(3.27) mozemo prikazati na slijede¢i nac¢in

ZZ‘l = (Cl + Cgt)e)\t, (338)
Ty = (O + Cyt)e™, (3.39)
gdje su C, i = 1,...,4, konstante ovisne o po¢etnim uvjetima.

Razlikujemo slijedece podslucajeve:

1. Stabilni ¢vor: A\ = Ay < 0. Fiksna tocka je asimptotski stabilna.
2. Nestabilni ¢vor: A\ = Ay > 0. Fiksna tocka je nestabilna.

3. A1 = Ay = 0. Fiksna tocka je nestabilna.
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3.5. Perturbacijska analiza nelinearnih sustava

3.5.1. Regularna perturbacijska metoda

Egzaktno analiticko rjesenje nelinearnih sustava moguce je samo za ogranicen broj
specijalnih klasa diferencijalnih jednadzbi. U opéem slucaju mozemo naci samo aproksi-
mativno rjeSenje. Postoje opcenito dva razli¢ita pristupa trazenju aproksimativnog
rjeenja nelinearnih dinamickih sustava: (a) numericke metode i (b) asimptotske metode
u koje spada perturbacijska analiza.

Pretpostavimo da imamo nelinearni dinamicki sustav opisan diferencijalnim jedna-
dzbama

x = f(x,t,¢), x(tg) = x(¢), (3.40)

gdje je € neki mali skalarni parametar a X(¢) je pocetni uvjet opéenito ovisan o parametru
e. Jednadzbe navedenog tipa javljaju se u mnogim aplikacijama. Pretpostavimo da
je x(t,e) egzaktno rjesenje diferencijalne jednadzbe (3.40). Cilj asimptotskih metoda
je dobiti aproksimativno rjesenje X(t, €), takvo da je odstupanje od egzaktnog rijeSenja
malo ako je € mali. Nadalje, aproksimativno rjesenje nelinearne diferencijalne jednadzbe
(3.40) je izrazeno jednadzbama koje su jednostavnije od originalnih jednadzbi (obicno u
obliku nehomogenih linearnih vremenski-varijabilnih diferencijalnih jednadzbi).

Ideja perturbacijske metode je da se iskoristi ¢injenica da je € neki mali parametar

3

(e < 1), §to prakti¢no znaci da su potencije €2, &3, ... jo§ manje od .

S obzirom da rijesenje x(t, €) ovisi o malom parametru e, prikazat ¢emo ga u obliku

reda potencija po parametru e
X(t,e) = xo(t) + ex1(t) + e*xo(t) + ¥x3(t) + ... = Z e"xp(t) + O (eY),  (3.41)

gdje su xo(t),x;(t), x2(t),x3(t), . . . nepoznate funkcije koje treba odrediti, dok je O(e™)

ostatak N-tog reda. Pocetni uvjet X(g) takoder mozemo razviti u Taylorov red
N-1
R(e)=%o+ek) +e* R+ +... = Z "%+ O (5N) , (3.42)
k=0

tako da imamo slijedece pocetne uvjete za funkcije xo(t), x1(t), x2(t), x3(t), . . .

xp(to) = %p,  k=1,2,...,N—1. (3.43)
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Substitucijom izraza (3.41) u (3.40) dobivamo

N-1
D eRi(t) = £(x(te), t,e) + O (V). (3.44)
k=0

Nadalje, funkciju h(e,t) = f(x(t,¢),t,e) mozemo razviti u Taylorov red po malom

parametru ¢,

N-1
h(e t) = f(x(t,e),t,¢e) = Z hy ()" + O (eV), (3.45)
k=0

gdje su hy(t) koeficijenti Taylorovog razvoja funkcije h(e, t),

1 oF
h,(t) = ——=—h(e,t A4
() = b | (3.46)

Uvrstimo li sada razvoj (3.45) u (3.44), te separiramo sve ¢lanove sa istim potencijama

po parametru &, dobivamo
N-1
> Rilt) = hy(t)] = O (V) . (3.47)
k=0

Zanemarivanjem ¢lanova viseg reda, O(e") = 0, prethodna jednadzba je zadovoljena

ako vrijedi

Sada ¢emo odrediti prva tri koeficijenta Taylorovog razvoja (3.45). Koeficijent nultog

reda hy(t) dan je sa
hy(t) = h(0,t) = f(x(t,0),¢,0) = f(x0(t),¢,0), (3.49)
gdje je xo(t) = x(t, 0) rjesenje neperturbiranog (¢ = 0) sustava (3.40), odnosno
%o = f(x0,%,0),  xo(to) = Xo. (3.50)

Koeficijent prvog reda h;(t) dan je sa

hy(t) = %h(a,t) = —£(x(t,€), t,€) -
- [ttt agee + Tosteana)|| -
of of
= &(XO(t)’t>0)X1(t) + %(Xo(t%t, O), (351)
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gdje smo primjenili pravilo deriviranja kompozicije funkcija, ¢injenicu da je 2X(¢,¢) |E:0 =

x1(t), te definiciju x¢(t) = x(¢,0). Primjenimo li sada izraz (3.48) za k = 1, dobivamo

slijede¢u diferencijalnu jednadzbu za funkciju x;(t),

x;(t) = %(Xo(t),t, 0)x:(t) + %(xo(t),t, 0), x1(tg) = X3. (3.52)
Ako uvedemo slijedec¢e oznake
A = Lixalt) .0, gilxalt).8) = e (xa(t),1,0) (3.59)
ox Y ’ Oe T

jednadzbu (3.52) mozemo prikazati u konciznijem obliku
}.(1 (t) = A(t)Xl (t) + gl(XO(t), t), X1 (to) = )Ail, (354)

iz kojeg direktno vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj vremenski varijabilnoj
diferencijalnoj jednadzbi.

Navedenu proceduru mozemo dalje ponavljati za ¢lanove viseg reda. To naravno
ukljucuje racunanje derivacija viseg reda funkcije f po vektoru x, sto ¢e imati za poslje-
dicu komplicirani matematicki prikaz koeficijenata hy(t) viseg reda. Stoga, bez dokaza

navodimo jos izraz za koeficijent drugog reda hy(t),

hy(t) = %%h(e,t) . = A(t)x2(t) + ga(xo(t), x:1(t), 1), (3.55)
gdje je
ga(xo(t),x1(t),t) = %g—Z(Xo(t),t, 0)x1(t) + %%(xo(t), t,0)x1(t) +
10°f
+ éﬁ(xo(t)v t’ 0)7 (356)
w(x,¢e,t) = ﬁ(x,t, e)x1(t). (3.57)

ox

Primjenimo li sada izraz (3.48) za k = 2, dobivamo slijedecu diferencijalnu jednadzbu

za funkciju xo(t),
).(2(25) = A(t)Xg (t) + £o (Xo(t), X1 (t), t), Xg(to) = 5(2. (358)

Ponavljanjem navedene procedure za odredivanje visih ¢lanova Taylorovog razvoja,

dobivamo sustav diferencijalnih jednadzbi slijedeceg oblika
X0<t) = f(X0<t>7 tv 0)7 XO(tO> = j\(O~ (359)
Xk(t) = A(t)Xk(t) + gk(xo(t), X1 (t), . ,Xk_l(t), t), Xk(to) = )A(k, (360)
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zak=1,2,...,N—1, gdje je A(t) = 0f /0x Jacobian evaluiran u x = x¢(t) i £ = 0, dok
je ¢lan gr(xo(t),x1(t),...,xx_1(t),t) polinomialna vektorska funkcija po x¢(t), x1(t),
ey X1 ().

Po svojoj strukturi, dobivene diferencijalne jednadzbe spadaju u klasu nehomogenih
linearnih diferencijalnih jednadzbi s vremenski promjenjivim parametrima. Nehomogeni
clan svake diferencijalne jednadzbe sadrzi rjeSenja prethodnih ¢lanova nizeg reda, ¢ime
se omogucuje rekurzivno izracunavanje visih ¢lanova Taylorovog razvoja.

Primjer. Razmotrimo skalarnu nelinearnu diferencijalnu jednadzbu
t=x+er?, x(0)==z0, (0<e<]). (3.61)
Pretpostavimo da zelimo naci perturbativno rijesenje, do drugog reda po ¢, odnosno
x(t,e) = zo(t) + exy(t) + 2ao(t) + O (53) . (3.62)
Substitucijom (3.62) u (3.61), dobivamo
io(t) +edn(t) +e%ia(t) = o(t) +ea1(t) + e2a(t) +elmo(t) + ez (t) + %22(1)]* + O (£°) .

Kvadriranjem izraza u uglatoj zagradi, te zadrzavanjem c¢lanova do drugog reda, dobi-

l’o(t) + €$1<t> + 52132(75) = Io(t> + €$1(t> + 521’2(t) + €Jfo(t)2 + 2€2I1(t)$0<t) + @ <€3) .

Ako sada prebacimo sve clanove na lijevu stranu te izjednacimo ¢lanove uz iste potencije

od e, dobivamo
[0 () — wo(t)] + el@1(t) — 21(t) — wo(t)?] + 7[H2(t) — 22(t) — 221 ()0 ()] = O (7).

Zanemarivanjem c¢lanova viseg reda O(e?®), prethodni izraz biti ¢e zadovoljen kada su

¢lanovi u uglatim zagradama, uz potencije od ¢, jednaki nuli

to(t) = xo(t), (3.63)
B1(t) = x1(t) + x0(t)?, (3.64)
To(t) = xo(t) + 21 (t)xo(t). (3.65)

Drugim rije¢ima, odredivanje nepoznatih funkcija zo(t), z1(t), z2(t) u razvoju (3.62) sve-
deno je rjesavanje sustava od tri nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe s kon-
stantnim koeficijentima. Prva jednadzba (3.63) je linearna homogena diferencijalna jed-

nadzba na osnovu koje dobijemo nultu aproksimaciju zo(t). Kvadrat navedenog rjesenja
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predstavlja nehomogeni dio jednadzbe (3.64). Rjesavanjem nehomogene diferencijalne
jednadzbe (3.64) dobivamo prvu aproksimaciju z1(t). RjeSenja prve dvije jednadzbe u
obliku 2z (t)x((t) predstavlja nehomogeni ¢lan treée jednadzbe.

S obzirom da pocetni uvijet x(0) = xo vrijedi za bilo koji ¢ slijedi da u t = 0 imamo
x0(0) = xo, £1(0) = 0, 22(0) = 0. Sada mozemo naéi rjesenje jednadzbe (3.63), odnosno

rjesenje neperturbiranog sustava (3.61)
xo(t) = z0e’. (3.66)
Uvrstavanjem (3.66) u (3.64) dobivamo jednadzbu
i1 (t) = 21 (t) + 23e*,  1,(0) =0, (3.67)
¢ije rjeSenje je
z1(t) = z5e' (e — 1). (3.68)

Uvrstavanjem rjesenja xo(t) i z1(¢) u (3.65) dobivamo nehomogenu diferencijalnu jed-
nadzbu
Do (t) = o(t) + 2zpe* (e — 1),  x(0) =0, (3.69)

¢ije rjesenje je
To(t) = wiel(ef — 1)2. (3.70)

Na kraju, uvrstavanjem dobivenih rjesenja zo(t), z1(t) i x2(t) u razvoj (3.62), dobivamo

asimptotsko rjesenje drugog reda po parametru ¢,
x(t,€) = woe'[l + exg(e’ — 1) + °x5(e" — 1)°] + O (£%) . (3.71)

Egzaktno rjesenje jednadzbe (3.61) mozemo prikazati u analitickom obliku

xoe!

"1 —exg(et — 1)

0 (3.72)

Razvojem navedenog rjesenja u Taylorov red do drugog reda dobivamo razvoj (3.71).
Navedena aproksimacija vrijedi za vremenske intervale koji su manji od ’escape time’
ty=1n (12). O

exg

3.5.2. Singularna perturbacijska metoda



4 | Lyapunovljeva analiza

stabilnosti

4.1. Definicije stabilnosti

Razmatramo problem stabilnosti autonomnih nelinearnih sustava opisanih vektorskom
diferencijalnom jednadzbom
x = f(x), (4.1)

gdje je f € R™ nelinearna kontinuirana vektorska funkcija, dok je x € R™ vektor stanja
sustava.

Definicija 1. (Stabilnost) Za ravnotezno stanje x = 0 kazemo da je stabilno ako
za neki € > 0 postoji 0 > 0 tako da iz ||x(to)|| < 9, slijedi ||x(?)|| < € za sve t > ty. Inace
ravnotezno stanje je nestabilno.

Prethodnu definiciju mozemo prikazati kompaktnije na slijede¢i nacin
Ve >0, 30 >0, [[x(t)| <o = [x()| <e, t>to.

Definicija 2. (Asimptotska stabilnost) Za ravnotezno stanje kazemo da je asimp-
totski stabilno ako je zadovoljen dodatni uvjet da za neki 6 > 0 iz ||x(¢o)|| < d slijedi da
x(t) — 0 kada t — oc.

Prethodnu definiciju mozemo prikazati kompaktnije na slijede¢i nacin
V6 >0, [[x(to)|| <0 = [x(E)]| =0, t— oo

Definicija 3. (Eksponencijalna stabilnost) Za ravnotezno stanje kazemo da je
eksponencijalno stabilno ako postoji v > 0 tako da za svaki ¢ > 0 postoji & > 0 takav
da

Ix(®)]l < ellx(to)lle ), ¢ >t

72
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kad god je ||x(to)|| < 9.

4.2. Definicija Lyapunovljeve funkcije

Definicija 3. (Pozitivna definitnost). Za skalarnu kontinuiranu funkciju V'(x)
kazemo da je lokalno pozitivno definitna ako vrijedi V' (0) = 0 i ako unutar podruéja
|x(t)]| < e vrijedix # 0 = V(x) > 0. Ako je V(0) = 0 i ako navedeno svojstvo vrijedi
u cijelom prostoru (¢ — o) tada je V(x) globalno pozitivno definitna.

Nadalje, funkcija V' (x) je negativno definitna ako je —V(x) pozitivno definitna.
Funkcija V' (x) je pozitivno semidefinitna ako je V(0) =01 V(x) > 0 za x # 0. Funkcija
V(x) je negativno semidefinitna ako je —V/(x) pozitivno semidefinitna. Prefiks "semi”
se koristi da naglasi moguénost da V' (x) moze biti jednaka nuli za x # 0.

S obzirom da x oznacava stanje sustava (4.1), skalarna funkcija V' (x) predstavlja
implicitnu funkciju vremena ¢. Ako pretpostavimo da je V(x) diferencijabilna, tada
mozemo odrediti njenu vremensku derivaciju
_dv o . avfi(x)’ (4.2)

V= ~ 2t~ 2o
i=1 =1

ili u vektorskom obliku

v V. av

gdje je parcijalna derivacija skalarne funkcije po vektoru oznacena kao vektor-redak

ov._|ov. ov. OV
ox | 0r; Oxs ox,,

(4.4)

dok je f(x) vektor-stupac, f(x) = [f1(x) fa(x) -+ fu(x)]T.
S obzirom da x zadovoljava autonomni sustav jednadzbi (4.1) V(x) ovisi jedino o x.
Zbog toga se cesto kaze da je V(x) derivacija od V(x) uzduz trajektorije sustava.
Definicija 4. Ako je unutar nekog podrucja ||x(t)|| < e funkcija V' (x) pozitivno
definitna i ima kontinuirane parcijalne derivacije, te ako je njena vremenska derivacija

V negativno semidefinitna,

Vi(x) <0 (4.5)

tada je V(x) Lyapunovljeva funkcija sustava (4.1).
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4.3. Karakterizacija stabilnosti primjenom

Lyapunovljeve funkcije

Teorem 1. (Lokalna stabilnost) Ako unutar nekog podrucja ||x(t)|| < € postoji

skalarna funkcija V' (x) sa kontinuiranim prvim derivacijama tako da je
e V(x) lokalno pozitivno definitna
e V(x) lokalno negativno semidefinitna

tada je ravnotezno stanje x = 0 stabilno. Ako je derivacija V lokalno negativno definitna
unutar ||x(t)|| < e, tada je stabilnost asimptotska.
Teorem 2. (Globalna stabilnost) Ako imamo skalarnu funkciju V(x) sa kon-

tinuiranim parcijalnim derivacijama prvog reda tako da vrijedi
e V(x) je pozitivno definitna
e V je negativno semidefinitna
o V(x) — oo kada ||x|| — oo (funkcija V(x) je radijalno neogranicena)

tada je ravnotezno stanje x = 0 globalno stabilno. Ako je V(X) negativno definitna

tada je ravnotezno stanje globalno asimptotski stabilno.

4.4. LaSalleov princip invarijantnosti

Vidjeli smo (Teorem 1) da asimptotsku stabilnost mozemo utvrditi samo u slucaju
da je V(x) striktno negativno definitna funkcija. Ako je V(x) samo negativno semi-
definitna, tada za dokaz asimptotske stabilnosti moramo primjeniti LaSalleov princip
invarijantnosti izrazen slijede¢im teoremom

Teorem 3. (Asimptotska stabilnost) Pretpostavimo da u odredenom podrucju

|x(t)]] < e vrijedi
e V(x) je pozitivno definitna

e V(x) je negativno semidefinitna
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e skup R definiran sa V(x) = 0 ne sadrzi druga rjesenja od (4.1) osim ravnoteznog

stanja x = 0.

tada je ravnotezno stanje x = 0 asimptotski stabilno.
Prethodni rezultat mozemo prosiriti za slucaj globalne asimptotske stabilnosti.
Teorem 4. (Globalna asimptotska stabilnost) Razmatramo autonomni sustav
(4.1) gdje je f(x) kontinuirana funkcija dok je V(x) skalarna funkcija sa kontinuiranim

parcijalnim derivacijama prvog reda. Ako je zadovoljeno
e V(x)<0, VzeR"
o V(x) — oo kada [|z]| — o0

e skup R definiran sa V(x) = 0 ne sadrzi druga rjesenja od (4.1) osim ravnoteznog

stanja x = 0.

tada je ravnotezno stanje x = 0 globalno asimptotski stabilno.

4.5. Lyapunovljeva analiza linearnih sustava

4.5.1. Lyapunovljeva matri¢na jednadzba

Razmotrimo stabilnost linearnog vremenski-invarijantnog linearnog sustava
x = Ax, (4.6)
primjenom Lyapunovljeve metode. Razmotrimo kvadrati¢nu Lyapunovljevu funkciju
V =x"Px, (4.7)

gdje je P simetri¢na pozitivno-definitna matrica. Da bi sustav bio stabilan, derivacija

Lyapunovljeve funkcije mora biti negativno definitna, odnosno
V = —x"Qx, (4.8)

gdje je Q neka simetricna pozitivno-definitna matrica.

Deriviranjem Lyapunovljeve funkcije po vremenu dobivamo

V =%x"Px +x"Px = —x"Qx. (4.9)
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Uvrstimo i (4.6) u (4.10), dobivamo
V =x"ATPx + x"PAx = x" (A"P+PA)x = —x"Qx. (4.10)

iz Cega proizlazi

ATP +PA = -Q. (4.11)

Matri¢na jednadzba (4.11) naziva se Lyapunovljeva matricna jednadzba.

Teorem (Egzistencija i jedinstvenost Lyapunovljeve funkcije). Sustav
x = Ax je asimptotski stabilan ako za bilo koju pozitivno-definitnu simetriécnu ma-
tricu Q postoji jedinstvena pozitivno definitna simetricna matrica P koja zadovoljava
Lyapunovljevu jednadzbu (4.11).

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati egzistenciju. Za danu pozitivno-definitnu simetricnu

matricu Q definirajmo matricu
P= / ATTQeA L, (4.12)
0

koja je o¢igledno simetri¢na i pozitivno-definitna. Treba jos dokazati da je (4.12) rjeSenje

Lyapunovljeve jednadzbe (4.11). Imamo

ATP + PA = /0 ATeA I QeAat + /0 ATIQeA Adt = (4.13)
o d 00
= / 7 <eATtQ6At> dt = eATthAt .= -Q, (4.14)
0

gdje smo primjenili pretpostavku da je A Hurwitzova matrica (da je sustav stabilan),
odnosno lim;_,., et = 0.

Jos preostaje dokaz jedinstvenosti rjeSenja. Pretpostavimo da postoji matrica P
razlicita od P koja je takoder rjesenje Lyapunovljeve jednadzbe (4.11) za istu matricu

Q, tako da imamo
AP +PA = —Q, AP +PA = —-Q. (4.15)

Oduzimanjem navedenih jednadzbi dobivamo

AT(P-P)+ (P -P)A =0. (4.16)
Pomnozimo li prethodnu jednadzbu s desne strane sa eA? i s lijeve strane sa A"t dobi-
vamo
ATt T D D At d AT D) At
e A(P—P)+(P—P)A}e :E<e (P — P)e ):0, (4.17)
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iz Cega slijedi

AP — P)er = C, Vi, (4.18)
gdje je C matrica integracijskih konstanti koje odredujemo na osnovu pocetnog uvjeta
(za t = 0 slijedi C = P — P), tako da na kraju imamo

AP —P)eAM =P — P, Vi. (4.19)
Prethodni izraz moze biti zadovoljen samo u slucaju P = P. Takoder, kada t — oo, lijeva
strana izraza postaje jednaka nul-matrici, ¢ime dobivamo P = P. Time smo dokazali
da Lyapunovljeva jednadzba (4.11), za danu matricu Q, ima jedinstveno rjesenje. O

Drugim rije¢ima, nuzan i dovoljan uvjet asimptotske stabilnosti linearnog sustava
(4.6) je da za neku danu pozitivno definitnu realnu simetriénu matricu Q postoji pozi-
tivno definitna simetriéna matrica P, takva da je ATP + PA = —Q.

Stabilnost linearnih sustava odredujemo primjenom Lyapunovljeve matricne jed-
nadzbe (4.11) na slijedeé¢i nacin: (a) izabere se neka pozitivno definitna matrica Q;
(b) rjesi se Lyapunovljeva jednadzba (4.6) po matrici P; (c) provjeri se da li je matrica
P pozitivno definitna (primjenom Sylvesterovog teorema ili odredivanjem svojstvenih

vrijednosti koje moraju biti pozitivne - vidi 6.5.).

4.5.2. Ocjena konvergencije Lyapunovljeve funkcije

Za pozitivno definitne matrice P i Q vrijede slijedece ocjene kvadratnih formi

Ma{PHx[? < x"Px < Ay {P} x|, (4.20)
A QHIXIP < x"Qx < A {Q} . (4.21)

Primjenimo li navedene ocjene na izraze (4.7) i (4.8) dobivamo
V=—x"Qx < -\ {Q} x| < —MXTPX < =9V, (4.22)

Au{P}
gdje je
An{Q}

= : 4.23
7= P (4.23)

Dobili smo skalarnu diferencijalnu nejednadzbu

V<=, (4.24)
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Cije rjeSenje je
V(t) <V(0)e . (4.25)
Nadalje, na osnovu ocjene Lyapunovljeve funkcije (4.25), mozemo naci ocjenu konver-

gencije norme vektora stanja ||x(¢)||. Primjenimo li ocjene (4.20) i (4.21) na izraz (4.25),

dobivamo
Aa{PHx[* < V(E) < V(0)e™" < A {P}Hx(0)[*e™, (4.26)
odnosno
x| < ellx(0)] e72* (4.27)
gdje je

[ AP}
€= (P} (4.28)

Eksponencijalna stabilnost nelinearnih sustava

Prethodno dobiveni rezultat mozemo poopéiti na nelinearne neautonomne sustave
x = f(x,t) u obliku slijedeceg teorema.

Teorem (Eksponencijalna stabilnost). Dinamicki sustav x = f(x,t) je ekspo-
nencijalno stabilan ako postoji funkcija V' (x,t) i neke pozitivne konstante ay, as i as,

takvi da vrijedi

an[x|* < V(x,t) < aafx|” (4.29)
V(x,t) < —agx|% (4.30)
Dokaz. Na osnovu (4.29) imamo —||x||* < —C%V, te usporedbom sa (4.30) dobivamo
V< -8By, (4.31)
Qo
iz cega slijedi
V(x,t) < V(x(ty), to)e =21, (4.32)

Nadalje, na osnovu izraza (4.29) imamo ||x||? < O%V, kao i V(x(to), to) < azl|x(to)|*.

Usporedbom sa (4.33) dobivamo
« X8t
Ix(OIF < Zlxto)le =", (4.33)

odnosno, stanje sustava konvergira eksponencijalno prema nuli. [
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4.5.3. Analiza stabilnosti perturbiranog sustava

Pretpostavimo da je provedena analiza stabilnosti asimptotski stabilnog linearnog
sustava X = Ax, pomo¢u Lyapunovljeve funkcije V = x'Px, te da je matrica P =
PT > 0 odredena rjesavanjem Lyapunovljeve jednadzbe ATP + PA = —Q, gdje je
Q=Q">0.

Medutim, treba naglasiti da je prethodno navedena analiza stabilnosti provedena
uz pretpostavku potpunog poznavanja modela sustava reprezentiranog matricom A. U
realnosti, navedena pretpostavka je rijetko ispunjena. Stoga je od velikog prakticnog
interesa analizirati robusnost sustava na nemodeliranu dinamiku sustava.

Pretpostavimo da je realni dinamicki model sustava opisan slijede¢im jednadzbama
stanja

x = Ax + f(x), (4.34)

gdje je f(x) neka nepoznata funkcija (koja reprezentira nemodeliranu dinamiku sustava)

za koju je poznata samo ocjena
IFGAI < Kllx], (4.35)

gdje je k neki poznati konstantni parametar. Ako razmatramo linearni sustav s nepoz-

natim parametrima,

X = (A + A)x, (4.36)
gdje matrica A reprezentira nepoznate parametre, tada je f(x) = Ax a parametar
k = ||A]|2, zbog

£ = |AX]] < [[A[l2flx]| = K][x]| (4.37)

Postavlja se pitanje pod kojim uvjetima c¢e sustav biti asimptotski stabilan, ako
znamo matrice A, P, Q, ta parametar k kojim preko (4.35) ocjenjujemo nepoznatu
funkciju f(x).

Uzmimo Lyapunovljevu funkciju V = x? Px, te odredimo njenu vremensku derivaciju

V = x"Px + x"Px
= [Ax + f(x)]"Px + x"P[Ax + f(x)]
= x"(ATP + PA)x + f(x)"Px + x" Pf(x)
= —x"Qx + 2x Pf(x). (4.38)
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Vidimo da je prvi ¢lan na desnoj strani negativno definitan, medutim, drugi ¢lan je
indefinitan i moramo ga ocjeniti primjenom vektorskih normi. Prvo ¢emo ocjeniti prvi

¢lan na desnoj strani. S obzirom da vrijedi

x'Qx > A {Q}Ix]1%, (4.39)
slijedi da je
— X7 Qx < —An{Q} ] (4.40)
Nadalje vrijedi
x"Pf(x) < [Ix[| [PE)] < [Ix] 1Pl [E()]| < KI[Pl2 [[x]|*. (4.41)

Uvrstimo i ocjene (4.41) i (4.40) u (4.38), dobivamo
V < —(An{Q} — 2K|[P o)1 (4.42)

Da bi sustav bio stabilan, mora biti V' < 0, odnosno
An{Q} — 2K > 0. (4.43)

iz ¢ega proizlazi konaéni uvjet stabilnosti

An{Q}

k< .
2[|P||2

(4.44)

S obzirom da je matrica P simetri¢na i pozitivno definitna, vrijedi ||P|2 = Ay {P}, tako

da prethodni uvijet mozemo zapisati kao

An{Q}

k .
= 2w (P}

(4.45)

S obzirom da gornja granica ocjene (4.45) ovisi o izboru matrice Q, postavlja se pitanje
koji izbor matrice Q maksimizira omjer A\, {Q}/ Ay {P}. Moze se pokazati da je to
izbor Q = L.

4.6. Analiza stabilnosti slozenih sustava

4.6.1. Stabilnost nelinearnih perturbiranih sustava
Razmotrimo nelinearni neautonomni sustav opisan jednadzbama stanja

x = f(x,t) + g(x, ), (4.46)
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gdje
% = f(x,1), (4.47)

predstavlja nominalnu, poznatu dinamiku sustava dok perturbacijski ¢lan g(x, t) reprezen-
tira nemodeliranu dinamiku, i/ili poremecaje koji egzistiraju u realnim sustavima. Funkcija
g(x,t) je nepoznata ali je poznata gornja granica na ||g(x,t)||. Vidimo da je nepoznata
dinamika reprezentirana kao aditivni ¢lan izraza (4.46). To je uvijek moguée za nepoz-
natu dinamiku koja ne mijenja red sustava.

Pretpostavimo da vrijedi g(0,t) = 01 da je x = 0 eksponencijalno stabilno ravnotezno

stanje nominalnog sustava (4.47), s Lyapunovljevom funkcijom V' (x, t) koja zadovoljava

CleXHQ <V(x,t) < OCQHXH2 (4.48)
. ov oV
T 20 < — 2
V(x,t) = 5 + I f(x,t) asl|x]|, (4.49)
H H < aulx). (4.50)

dok nemodelirani dinamicki ¢lan zadovoljava

I8, DIl < A1l (4.51)

Sada ¢emo iskoristiti ve¢ postojeéu Lyapunovljevu funkciju V(x, t) neperturbiranog sus-
tava (4.47) da bi dobili uvijete stabilnosti perturbiranog sustava (4.46). Vremenska

derivacija Lyapunovljeve funkcije V(x,1) je

: ov. oV, (?V ov ov

Primjenjujuéi svojstva (4.49)-(4.50), prethodni izraz mozemo ocjeniti sa
' 2 ||OV 2 2 2
.0 < —aallx|®+] 5 | et 0l < ~aalxl? +an sl = ~(aa-arlxl?, (153
Sto je negativno definitna funkcija ako je zadovoljen uvijet a3 — ayy > 0, odnosno
v<—. (4.54)

Dobiveni rezultat je znacajan zbog toga Sto nam ukazuje na to da je eksponencijalna
stabilnost ravnoteznog stanja robusna na klasu perturbacija koje zadovoljavaju uvijet
(4.51) 1 (4.54).
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4.6.2. Stabilnost slozenih sustava primjenom M-matrice

Kod analize stabilnosti nelinearnih dinamickih sustava, slozenost analize rapidno
raste s povecanjem dimenzije sustava. Ako neki slozeni dinamicki sustav mozemo mod-
elirati kao medusobno spregnute podsustave nizih dimenzija, tada analizu stabilnosti
mozemo podijeliti u dvije faze. U prvoj fazi analiziramo stabilnost izoliranih podsustava.
U drugoj fazi koristimo razultate prve faze u kombinaciji s informacijama o medusobnim
spregama, da bi dosli do zakljucka o stabilnosti spregnutog sustava.

Razmotrimo slijedeéi slozeni sustav koji se sastoji od m medusobno spregnutih pod-
sustava,

x; = fi(x;, t) + gi(x, 1), i=1,2,...,m, (4.55)

gdje je x; € R™ vektor stanja i-tog podsustava, n = n; + no + ... + n,, je dimen-
zija spregnutog sustava, dok je x = [x; Xy --- Xm]T vektor stanja spregnutog sus-
tava. Funkcija f;(x;,t) reprezentira internu dinamiku podsustava dok funkcija g;(x,t)
reprezentira sprege medu podsustavima. Navedene funkcije zadovoljavaju f;(0,t) = 0
i g;(0,t) = 0 tako da je x = 0 ravnotezno stanje sustava. Ako ignoriramo medusobne

sprege, dobivamo sustav od m izoliranih podsustava
).(7; :fi(Xijt), 1= 1,2,...,m, (456)

koji imaju ravnotezno stanje x; = 0. Pretpostavimo da znamo Lyapunovljeve funkcije
izoliranih podsustava Vj(x,t) ¢ije vremenske derivacije su negativno definitne, te da

vrijede ocijene

crllxil? < Vilxi, t) < eoullx|?, (4.57)
: av; oV,
Vi t) = S+ SR D) < —ailiP (4.58)
oV
< Gillx; 4.
%, < Billxll, (4.59)

gdje su ¢y, o5, ; 1 (; neke pozitivne konstante. Nadalje, pretpostavimo da ¢lan koji

definira spregu medu podsustavima zadovoljava ocjenu
i o, ) < Y s ll- (4.60)
j=1

Da bi analizirali stabilnost slozenog (kompozitnog) sustava, pretpostavit ¢emo tzv.

kompozitnu Lyapunovljevu funkciju u obliku linearne kombinacije Lyapunovljevih funkcija
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izoliranih podsustava,

V(x,t) =Y diVi(xit), d; > 0. (4.61)
i=1
Drugim rije¢ima, tretirat ¢emo spregu g;(x,t) kao perturbaciju izoliranog podsustava

(4.56). Vremenska derivacija Lyapunovljeve funkcije (4.61) dana je sa

sz;d [ X } +Zd P, Vi (x (4.62)

Prvi ¢lan na desnoj strani je negativno definitan zbog (4.58), dok je drugi ¢lan opéenito

nedefinitan. S obzirom da znamo ocjene svih clanova prethodnog izraza, imamo
m m
V(x,t) < Z [—OéiHXiHQ + Zﬁi’mHXiHHXjH] : (4.63)
=1 7=1
Dobiveni izraz mozemo prikazati matri¢no u obliku kvadratne forme po funkcijama ||x;]|,

Vi(x,t) < —%ng(DS +S"D)¢, (4.64)

gdje su
¢ =[xl lxell - [Bxmll]”, D = diag{dy, dy, ..., dn}, (4.65)

a matrica S je m X m matrica ¢iji elementi su definirani sa

5 o — Bivii, Z:] . (4.66)
—BiVij i F

Da bi V(X, t) bila negativno definitna mora postojati pozitivna dijagonalna matrica D,
takva da vrijedi
DS +S'D > 0. (4.67)

Stoga, dovoljan uvijet asimptotske stabilnosti ravnoteznog stanja spregnutog sustava je
postojanje pozitivne dijagonalne matrice D takve da je DS + STD pozitivno definitna
matrica. Matrica S je specificna po tome s§to su njeni nedijagonalni elementi negativni.
Za navedeni tip matrica vrijedi slijedeca lema.

Lema (M-matrica). Postoji pozitivna dijagonalna matrica D takve da je DS +

STD pozitivno definitna ako i samo ako je S tzv. M-matrica; odnosno da su sve glavne
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subdeterminante matrice S pozitivne

S11 S12 0 S1k
S91 S22t Sok

det | o | >0, k=1,2,....,m. (4.68)
Skl Sk2  cc Skk

Drugim rijecima, dovoljan uvijet asimptotske stabilnosti ravnoteznog stanja spregnutog

sustava je da je matrica S, definirana sa (4.66), M-matrica.

4.6.3. Stabilnost slozenih sustava - direktan pristup

Provjera stabilnosti primjenom M-matrica moze biti racunski zahtijevna kako broj
podsustava raste (a time i dimenzija M-matrice). Ovdje ¢emo prikazati drugi pristup
analizi stabilnosti slozenih sustava, bez primjene M-matrice.

Sve pretpostavke navedene u prethodnom podpoglavlju su iste, osim ocjene (4.60),

koja u ovom slucaju ima oblik

g, )l < ~lx]], (4.69)
gdje je
g(xa t) = [gl (X7 t) gQ(X) t) e gm(xa t)]T
Kljué¢na razlika je u drugacijem tretiranju nedefinitnih ¢lanova u izrazu za vremensku

derivaciju Lyapunovljeve funkcije (4.62). Navedeni ¢lan (uz d; = 1) mozemo ocijeniti na

slijede¢i nacin

ovy 0V,
E ) < o )

gdje smo primjenili svojstvo skalarnog produkta vektora, z'y < ||z||ly|. Primjenom

definicije vektorske norme te svojstva (4.69), izraz (4.70) postaje

m m 1/2
> et < (Zwiuxiuf) NE

i=1 i=1

m 1/2
< VB (2 Hxin?) 1%/ = A Bl X117 (4.71)
=1
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tako da izraz (4.62) konac¢no postaje

Vi t) < =3 aillxil]? + 4 BmaxlxlI? <
i=1
S _O{miHHXH2 + 76max||x||2 = _<amin - ’yﬂmaX)HXHQv (472)

gdje su
Qmin = min{ala Qg, ... 70-/m}7 ﬁmax = maX{ﬁlv 527 cee 76771} (473)

Da bi derivacija Lyapunovljeve funkcije (4.72) bila negativno-definitna mora biti zado-
voljen uvjet
Qmin — /Vﬂmax > 07 (474>

koji je bitno jednostavniji od uvjeta za ispitivanje M-matrice.

4.7. Barbalat lema. Lyapunov-like analiza

Za autonomne sustave, LaSalleov princip invarijantnosti je dovoljan za dokazivanje
asimptotske stabilnosti, u slucaju kada je vremenska derivacija Lyapunovljeve funkcije
samo negativno semidefinitna. Medutim, LaSalleov princip invarijantnosti ne moze se
primjeniti na neautonomne sustave. Stoga je dokazivanje asimptotske stabilnosti neau-
tonomnih sustava bitno zahtjevnije nego autonomnih sustava, s obzirom da nije lako
na¢i Lyapunovljevu funkciju ¢ija derivacija je striktno negativno definitna.

U takvim situacijama, za dokazivanje asimptotske stabilnosti koristi se tzv. Barbalat
lema. Barbalat lema razmatra asimptotska svojstva funkcija i njenih derivacija. Prije
formulacije Barbalat leme, razmotrit ¢emo neka svojstva funkcija, koja na prvi mogu
pogled djelovati kontraintuitivno. Kontraintuitivnost navedenih svojstava proizlazi pr-
venstveno zbog nase "linearne” percepcije realnosti, koja nam npr. kaze da ako derivacija
funkcije po vremenu tezi nuli da to zna¢i da sama funkcija tezi nekoj konstantnoj sta-

cionarnoj vrijednosti.

4.7.1. Asimptotska svojstva funkcija i njihovih derivacija

Pretpostavimo da imamo diferencijabilnu funkciju f(t). Slijedeée tri vazne ¢injenice
treba imati u vidu.

Cinjenica 1. 1tlim f(t) =0 #> 1tlim f(t) = ¢, gdje je |¢| < 0.
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Cinjenica da tlim f(t) = 0 ne mora znaciti da f(t) ima limes kada t — oc.

Primger 1:

F(t) = sin(In(t)); f(t) = w — 0 kada t — oo.
Primger 2:

f(t) =sin(vV1+1); f(t) = %\/1_:;) — 0 kada t — oo.
Primgjer 3:

Fit) = Vsin(in()); ) = <= ¢ =)

Iz navedenih primjera vidimo da bez obzira sto derivacija funkcija tezi nuli, same

— 0 kada t — oo.

funkcije ne konvergiraju nekoj konstantnoj stacionarnoj vrijednosti kada t — oo (u

zadnjem primjeru, funkcija f(t) cak divergira).

sin((1+t)*?) 1/2 cos((1+t)Y?)(1+t)Y?

L ” 0.0

05 0.01}

of ol
-0.5 UU -0.01t

_1,

‘ ‘ ‘ ‘ -0.02} ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
t[s] t[s]

Slika 4.1: Funkcija f(t) = sin(v/1 4 t) i njena derivacija.

Cinjenica 2. tlE?O f(t) =cgdjeje |¢| < oo, #> tll,%lof(t) =0

Cinjenica da f(t) ima konacan limes kada ¢t — oo ne mora znaciti da f(t) — 0.
Primger 1:

f(t) = e tsin(e®); f(t) = —e'sin(e??) + 2€! cos(e?t) — +oo kada t — co.

Primgjer 2:
sin(1+¢)" . n—2 n o osin(1+1)"
t)y=—— f(t)=n(1+t cos(l1+t) ————— — too kadat — o0
) = Mgy 0 =m0 eos (Lt =0
zan > 2.

Cinjenica 3. Ako je funkcija f(t) ogranicena s donje strane, min, f(t) = ¢ > —oo,
i opadajuéa, f(t) <0, tada funkcija f(t) konvergira nekoj konacnoj vrijednosti.

Navodimo jos neke definicije koje su vezane uz pojam kontinuiranosti funkcija.
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sin((1+1)3)/(1+) 3 cos((1+1)%) (1+t)-sin((1+)3)/(1+t)>
10}
| I
oh
5|
I
0 1 2 3 0 1 2 3
t[g t[g

Slika 4.2: Funkcija f(t) = Sir;ga:;)?) i njena derivacija.
Definicija (kontinuiranost). Funkcija f(t) je kontinuirana na intervalu [0, co)

ako
Vit >0,e >0, 3Fo(e,t1) >0, VE>0, [t—t1]<d = |f(t)— f(t)] <e.

Definicija (uniformna kontinuiranost). Funkcija f(t) je uniformno kontinuirana

na intervalu [0, co) ako
Ve>0, 3Jie)>0, Vt>0,t4 >0, [t—ti| <0 = |f(t)— f(t1)] <e.

Drugim rije¢ima, f(¢) je uniformno kontinuirana ako se moze naéi §(¢) koji ne ovisi
o t1 1 gdje se d(¢) ne smanjuje kako t — oo.
Definicija (Lipschitzova funkcija). Funkcija f(t) je Lipschitzova funkcija na

intervalu [0, co) ako vrijedi

[f(@) = fE)| < LIt —ta), Vi1,

gdje je L neka kona¢na pozitivna konstanta.
Lema. Ako je funkcija f(t) Lipschitzova tada je f(¢) uniformno kontinuirana.
Lema. Da bi funkcija f(¢) bila uniformno kontinuirana dovoljno je da njena derivacija
f(t) bude ogranicena, |f(t)| < oo, za svaki t.
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz teorema konac¢ne diferencije (finite difference theo-

rem)

Vit >t Tty (t<ty<ty), f(t)—f(t1) = f(t2)(t —ty).
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Ako postoji konacan L takav da vrijedi |f(t)| < L za svaki t, tada je funkcija f(t)

Lipschitzova, a iz prethodne leme proizlazi da je tada f(¢) uniformno kontinuirana. [J

4.7.2. Barbalat lema

Ako je derivacija Lyapunovljeve funkcije V(¢t) > 0 samo negativno semidefinitna,
V(t) < 0, tada mozemo garantirati samo da ¢e funkcija V() konvergirati nekom kon-
acnom stacionarnom stanju, lim; .., V(t) = V. Nema garancije da ¢e V(t) — 0 kako
t — o0o. Da bi to utvrdili potrebni su nam dodatni uvjeti definirani Barbalat lemom.

Barbalat lema (I). Ako diferencijabilna funkcija f(¢) ima konacan limes kako
t — oo i ako je f(t) uniformno kontinuirana, tada f(t) — 0 kako t — co. O

S obzirom da uvjet uniformne kontinuiranosti funkcije f (t) mozemo zamjeniti uvje-
tom ogranicenosti njene derivacije f (t), prethodnu lemu mozemo preformulirati na sli-
jedeci nacin

Barbalat lema (II). Ako diferencijabilna funkcija f(¢) ima konacan limes kako
t — oo 1 ako postoji ogranic¢ena f(t), tada f(t) — 0 kako t — oo. [J

Navedene formulacije Barbalat leme definiraju uvjete pod kojima f (t) — 0. Ako
zelimo dobiti uvjete pod kojima f(t) — 0, (nakon transformacije f(t) — fot f(r)dr)
imamo slijede¢u verziju Barbalat leme

Barbalat lema (III). Ako postoji konacan limes limy f[f f(r)dr i ako je f(t)
uniformno kontinuirana, tada je lim; ., f(¢) = 0. O

Na osnovu prethodno navedene formulacije mozemo postaviti jos jednu, koristeci
notaciju £, vektorskih prostora funkcija.

Barbalat lema (IV). Ako je f(t) € Loo, f(t) € Lo i f(t) € L,, za neki konacan
p=1,2,..., tada je lim;_, f(¢) = 0. O (za definicije £, prostora vidi 6.7.1.)

Ako Barbalat lemu (verziju I, odnosno II) primjenimo na Lyapunovljevu funkciju
dobivamo tzv. Lyapunov-like lemu.

Lyapunov-like lemu. Ako skalarna funkcija V(x,t) zadovoljava slijedece uvjete
e V(x,t) je ogranicena s donje strane (min V' (x,t) > —o0)
e V(x,t) je negativno-semidefinitna

e V(x,t) je uniformno kontinuirana u vremenu (V(x,t) je ogranicena)
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tada V(x,t) — 0 kako t — oo.

Navedena lema primjenjuje se za dokazivanje asimptotske stabilnosti pojedinih va-
rijabli stanja (onih koje su sadrzane u V (x, t)) kod neautonomnih sustava (kod kojih se
ne moze primjeniti LaSalleov princip invarijantnosti).

Analiza stabilnosti zasnovana na Barbalat lemi obi¢no se naziva Lyapunov-like ana-
liza. Medutim, treba naglasiti dvije bitne razlike u odnosu na standardnu Lyapunovljevu
analizu. Prvo, zahtijev pozitivne definitnosti funkcije funkcije V' (x, t) zamjenjen je manje
restriktivnim zahtijevom - ogranic¢enosti s donje strane. Druga razlika je dodatni zahti-
jev na uniformnu kontinuiranost funkeije V(x, ) §to se svodi na izracunavanje V(x,t) i
provjeru ogranicenosti.

Sada ¢emo na nekoliko primjera ilustrirati primjenu navedenih koncepata.

Primgjer (Adaptivno upravljanje). Dinamika adaptivnog upravljanja sustavom

prvog reda dana je slijede¢im jednadzbama

é = —e+Ou(t)
0 = —eu(t),

gdje je e pogreska pracenja, 6 je pogreska parametara sustava a wu(t) je ograniCena
kontinuirana funkcija. Razmotrimo funkciju (ograni¢enu s donje strane)
1 1
V= e+ =67
2 2

¢ija derivacija je
V =eé+ 00 =e(—e+0u(t)) + 0(—eu(t)) = —e* < 0.

Vidimo da je V samo negativno semidefinitna §to znaci da je sustav stabilan ali ne i
asimptotski stabilan. Medutim, ne mozemo primjeniti LaSalleov princip invarijantnosti
jer sustav nije autonoman (zbog eksterne funkcije u(t)).

Da bi primjenili Barbalat lemu moramo provjeriti dali je V uniformno kontinuirana.
To ¢emo provijeriti tako da izracunamo V i provjerimo ogranicenost dobivene funkcije.
Imamo

V = —2e(—e + 0u(t)).

S obzirom da je u(t) po definiciji ogranicen, dok su e i 6 ograniceni jer je sustav (samo)
stabilan, slijedi da je i V ograni¢eno, odnosno da je V uniformno kontinuirana funkcija.

Primjenom Lyapunov-like leme slijedi V — 0, odnosno e — 0 kako ¢ — .
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Napomenimo da, bez obzira sto e — 0, sustav nije asimptotski stabilan zbog toga
Sto za @ mozemo garantirati samo ogranicenost. [

Primjer (Lyapunov-like funkcija). S obzirom da Lyapunovljevu funkciju nije
lako naéi, u mnogim situacijama (posebno kod adaptivnog upravljanja) je moguée naci
tzv. Lyapunov-like funkciju. Takva funkcija ne posjeduje sva svojstva koja se traze da
bi bila Lyapunovljeva funkcija - npr. funkcija je samo pozitivno semidefinitna. Medutim
i u takvim slucajevima je mogucée doc¢i do nekih zakljucaka o asimptotskom ponasanju
pojedinih varijabli stanja primjenom Barbalat leme.

Razmotrimo sustav treceg reda

T] = —T] — TaX3, z1(0) = x40,
Ty = T1T3, 29(0) = x99,
i3 = a3, 23(0) = 30,

koji ima dvije ravnotezne tocke: x; = 0, x9 = const. i x3 = 0, odnosno x; = 0, x5 = 0
i x3 = const. Standardna Lyapunovljeva analiza stabilnosti zahtijeva pronalazenje poz-
itivno definitne Lyapunovljeve funkcije V (x1, xo, z3) Cija vremenska derivacija je nega-

tivno (semi)-definitna. Umjesto toga, razmotrit ¢emo Lyapunov-like funkciju

1 1
V(xy,x0) = 5%% + 53;3,

koja je samo pozitivno semidefinitna (u R?). Vremenska derivacija Lyapunovljeve funkcije

V(xq,x2) je

V(:cl, Ty) = X1y + Todo = 11 (—21 — Tox3) + To(2123) = —2F <0,

negativno semidefinitna $to implicira da je V(x,z5) opadajuca funkcija u vremenu,
odnosno

V(xi(t), 22(t)) < V(21(0),22(0)) = Vp.

To znaci da su V, x1, x9 € L. Nadalje, V(z1(t), zo(t)) ima limes kako ¢ — oo, odnosno
lim V(z1(t), 22(t)) = Veo.

t—o00

Na osnovu izraza V = —z? dobivamo

[ s =vi-ve,
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odnosno

/ 2} (1)dT = Vo — Vo < 00.
0

Dakle integral od w% je konacan §to znaci da je z1 € L5. Na osnovu x1 € L5 te jednadzbe

i3 = a3, slijedi da je
t
i) = [ (rydr = Vo - Vi)
0

ogranicen, odnosno x3 € L,,. Nadalje, na osnovu z1,x9,x3 € L te jednadzbe ; =
—x1 — xows slijedi da je 1 € L.

Sada imamo da je x1 € Lo, 1 € Lo 1 27 € L pa primjenom Barbalat leme
(verzija IV) zakljucujemo da x4 (t) — 0 kako ¢t — oco. Dakle, na osnovu navedene analize

zakljucili smo da su x;(t), x2(t), x3(t) ograniceni te da z(¢) — 0 kako t — oo.



5 | L, stabilnost i pasivnost

dinamickih sustava

5.1. L, stabilnost

Razmotrimo ulazno-izlazno preslikavanje reprezentirano simbolicki operatorskim izra-

zom
y = Hu, (5.1)

gdje je u : [0,00) — R™ ulazni vektor, y : [0, 00) — R" izlazni vektor (ulazni i izlazni
vektori pripadaju prostoru signala koji preslikavaju vremenski interval [0, oo) u Euklidski
prostor R™ i R"), dok je H : L, — L}, operator koji preslikava ulazni vektor u izlazni
(za definicije £, prostora vidi 6.7.1. 1 6.7.2.).

Definicija (kauzalnost operatora). Za operator H : L7} — L7 kazemo da je
kauzalan ako vrijednost izlaza (Hu)(t) u nekom trenutku ¢ ovisi jedino o vrijednostima

ulaza do trenutka t. To mozemo izraziti na slijede¢i nacin
(Hu), = (Hu)-, (5.2)

gdje je u.(t) tzv. odsjecak (truncation) od u(t) (vidi 6.7.2.). Kauzalnost je fundamen-

talno svojstvo dinamickih sustava reprezentiranih modelom u obliku prostora stanja.

5.1.1. Definicija £, stabilnosti

Definicija (L, stabilnost). Sustav reprezentiran operatorom H : L7t — L7 je L,

stabilan (finite-gain L, stable) ako postoje nenegativne konstante v i 5 takve da vrijedi

I(Hu)- |z, < vluelle, + 65 (5-3)

92
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za svaki u € £g§ i7 € [0,00). Parametar v naziva se £, pojacanje, dok se parametar (3
naziva bias.
Na osnovu navedene definicije slijedi da za kauzalni £, stabilni sustav vrijedi slijedeca
implikacija
uel) = y=Huel] (5.4)
odnosno
1¥lle, = 1Hulle, <~lullz, + 6, (5.5)
sto slijedi iz (5.3) u limesu 7 — 0.
Od posebnog su interesa Lo i L4, stabilnost.

Lo stabilnost. Za p = 2 izraz (5.5) postaje

1ylle. < Alhulle, + 5, (5.6)

gdje je vy tzv. Ly pojacanje (Lo gain). Znacenje Ly stabilnosti je da ulazni signal konaéne
energije uzrokuje izlazni signal konacne energije. Ako imamo sustav u ravnoteznom
stanju i sustav je globalno asimptotski stabilan, tada vanjski signal ili poremecaj konacne
energije (8to prakticno znadi signal konacnog vremenskog trajanja) uzrokuje regulacijsku
pogresku konacne energije. To znaci da ¢e sustav nakon izbacivanja iz ravnoteznog stanja
s vremenom ponovo konvergirati ravnoteznom stanju.

L stabilnost. Za p = oo izraz (5.5) postaje

1¥llzee <Al + 8- (5.7)

Zmacenje L, stabilnosti je da ulazni signal kona¢ne amplitude uzrokuje izlazni signal ko-
na¢ne amplitude. Drugim rije¢ima imamo tzv. bounded-input-bounded-output (BIBO)
stabilnost. Ako imamo sustav u ravnoteznom stanju i sustav je globalno asimptotski
stabilan, tada vanjski signal ili poremecaj konacne (ograni¢ene) amplitude (8to prak-
tiéno znac¢i permanentni signal neograni¢enog trajanja) uzrokuje regulacijsku pogresku
ogranicene amplitude. To znac¢i da sustav nakon izbacivanja iz ravnoteznog stanja
s vremenom nec¢e asimptotski konvergirati ravnoteznom stanju ali ¢e odstupanje biti

ograniceno.

5.1.2. Primjeri izracunavanja £, pojacanja

Utvrdivanje £, stabilnosti svodi se na racunanje £, pojacanja . Racunanje £, po-

jacanja bitno je zbog niza razloga: (a) ako je ulazni signal poremecaj tada na osnovu
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izraza za L, pojacanja mozemo utvrditi nacin podesavanja parametara sustava (po-
jacanja regulatora) s ciljem minimizacije pojacanja a time i minimizacije utjecaja pore-
mecaja na izlazne varijable; (b) ako imamo sustav koji se sastoji od spregnutih podsus-
tava za koje znamo odgovarajuca £, pojacanja, tada stabilnost sustava mozemo utvrditi
primjenom tzv. small-gain teorema.

Inducirana norma operatora. Na slican nacin kao sto je definirana inducirana
norma matrice (vidi 6.6.) mozemo definirati i induciranu normu operatora u £,, prostoru.

Na osnovu izraza za ulazno izlazno preslikavanje, y = Hu, slijedi

1¥lle, < [[Hlz, [lullz,, (5:8)

gdje je ||H||z, inducirana £, norma operatora.
Usporedimo li operatorsku jednadzbu y = Hu s definicijskim izrazom za L, stabil-
nost, [|y|lz, < vllullz, (za 3 = 0) slijedi da pojacanje v mozemo interpretirati kao L,

induciranu normu operatora H, odnosno y = || H||, .

Kauzalni linearni konvolucijski operator

Razmotrimo single-input-single-output (SISO) sustav y(s) = G(s)u(s), gdje je G(s)
prijenosna funkcija. RjeSenje u vremenskoj domeni dobivamo primjenom inverznog

Laplaceovog transformata i teorema konvolucije (2.58),

o) = [ ot = oyu(o)io (5.9)

gdje je g(t) inverzni Laplaceov transformat prijenosne funkcije, g(t) = £L7'{G(s)}, odno-
sno tezinska funkcija (odziv na Diracovu ¢ funkciju).
Konvolucijski integral je tipican primjer linearnog operatora, tako da simbolicki op-

eratorski izraz y(t) = Hu(t) ima slijedece znacenje

mw:(AE@—wom)wm (5.10)

H= (/Otg(t—a)(-)da>, (5.11)

linearni operator. Dakle, H nije ni funkcija ni matrica nego u ovom sluc¢aju operacija

gdje je

integriranja. Nadalje, Hu(t) nije mnozenje nego djelovanje operatora (5.11) na funkciju

u(t) koje je jednako integralu na desnoj strani izraza (5.9).
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Pretpostavimo sada da je g € L4, za svaki 7 € [0, 00), odnosno

lgvlles = / T gr(0)ldo = / 9(0)]do < co. (5.12)

Ako jeu € Ly 1t < 7, tada imamo

001 < [ late =l uloldo < ( sup uo)l) [Mlate-ollao. (513

Uvedemo li novu varijablu integracije £ = t — o, integral na desnoj strani prethodnog

izraza postaje ) . .
_ do = — d€é = d .14
/0 9(t — 0)|do / 19(6)|de / 9(6)lde. (5.14)

tako da konac¢no dobivamo

it < (s o) | (6l (5.15)

0<o<t

S obzirom da je po definiciji

t
lullee = sup [u@),  lgrller = / 19(0)\do, (5.16)

0<o<t

na osnovu izraza (5.15) slijedi

1Yrllco = llgrlles Nurllews Y7 €10, 00). (5.17)

Da bi izraz (5.17) bio usporediv sa definicijom (5.5) pojacanje 7, odnosno || g, ||z, ne smije
ovisiti o 7. Dok je ||g-||z, konacno za svaki kona¢ni 7, ne mora znaciti da je ograni¢eno
uniformno u ovisnosti o 7. Npr. ¢(t) = €' ima normu ||g,||z, = €' — 1 koja je konacéna
za svaki 7 € [0, 00) ali nije uniformno ogranicen u ovisnosti o 7. Stoga, definiciju (5.5)

mozemo usporedivati sa (5.17) jedino ako je

lolles = [ lato)ldo < o (518)
0
odnosno ako je g € £1. U tom slucaju, nejednadzba
197 llcoe = llglley lurlle, VT €0, 00), (5.19)

pokazuje da je sustav L, stabilan (poremecaj kona¢ne amplitude uzrokuje odziv konacne

amplitude). Na osnovu izraza (5.19) slijedi da u limesu 7 — oo imamo

1Yllzw = llglles lullzw, V7 €10,00), (5.20)
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odnosno, u € Lo, = y € L.
Usporedimo li (5.20) sa (5.8), vidimo da je inducirana L, norma operatora H defini-
ranog izrazom (5.11) jednaka || H ||z, = |||l z,-
Nadalje, moze se pokazati da uvijet ||g||z, < oo garantira £, stabilnost za bilo koji
p € [1,00),
Ille, = lglle, lulle,, v € [0, 00). (5.21)

L> norma linearnih multivarijabilnih sustava

Lo stabilnost ima posebno znacajnu ulogu u analizi dinamickih sustava. Kvadratno
integrabilni signali su signali konac¢ne energije kojima se ¢esto reprezentiraju kratkotrajni
poremecaji koji djeluju na sustav. Stoga je od interesa ne samo pokazati da je Lo
pojacanje konacno (L, stabilnost) nego izracunati i gornju granicu tog pojacanja (kako
bi ga mogli minimizirati i smanjiti utjecaj poremecaja na izlazne varijable sustava).

Teorem. Razmotrimo linearni multivarijabilni sustav s konstantnim koeficijentima

x = Ax + Bu, (5.22)
y = Cx+ Du, (5.23)

kojeg u kompleksnoj domeni mozemo reprezentirati matricom prijenosnih funkcija
G(s) =C(sI- A)"'B+D. (5.24)
Ako je A Hurwitzova matrica, tada je Lo pojacanje sustava jednako
7 = sup [G(jw)ll2, (5.25)

gdje je [|G(jw)||2 inducirana Ly norma kompleksne matrice G(jw), odnosno

IG(w)ll2 = VAmax[GT (—jw) G (jw)],

a naziva se jos i Hy, norma od G(jw).
Dokaz. Na osnovu izraza Y (jw) = G(jw)U(jw), te Parsevalovog teorema koji kaze

da za kauzalni signal y € £, vrijedi izraz

/0 Ty Wyt = = [ Y ()Y (jw)de, (5.26)

21 J_ o
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Slika 5.1: Povratna sprega dva sustava.
slijedi

Wiz = [y oy =5 [ Y Y -

— 5 [ U6 ()G UG <

o
g(supueyw L) o [ UGG =
— (sup||G(jw)||2> ||u||£27

weR

¢ime smo pokazali da je £y pojacanje manje ili jednako (sup,,cg [|G(jw)l2). O

5.1.3. Small-Gain teorem

Formalizam ulazno-izlazne stabilnosti posebno je koristan pri analizi stabilnosti medu-
sobno spregnutih sustava. Razmotrimo dva sustava u povratnoj vezi, Hy : L7} — L7, i

Hy : L3, — L. Pretpostavimo da su oba sustava £, stabilna, odnosno

Iy1-lle, < nllewlle, + 6 (5.27)
1yorllz, < 2llexrlle, + B (5.28)

Postavlja se pitanje pod kojim uvijetima je preslikavanje ulaza u = [u; uy]? na izlaz
e = [e; ex] (ili ulaza u na izlaz y = [y; y»]") £, stabilno.

Na osnovu slike 5.1 vidimo da vrijedi

€1r = U1y — (H262)T7 €g; = Ugr + (Hlel)'ra (529)
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tako da imamo

leirlle, < lwirlle, + [[(H2e2)rlz, <
< wirllz, + v2llexrllz, + B2 <
< Jhairlle, +22(llurlle, +llewrllz, + 61) + B2 =
= nnellewrlle, + (e, + el e, + 82 +7261).

Na temelju prethodnog izraza, kona¢no dobivamo

1

1— i (HulTHﬁp + Yelluer |z, +52+72ﬁ1) ) (5.30)
— N2

leir]lz, <

za svaki 7 € [0,00). Na slican nac¢in dobivamo

1
||eQT||,Cp S 1——’}/1’}/2 (Hu27'||ﬁp +’71||u17||ﬁp + 51 +’71ﬁ2) ) (531)

za svaki 7 € [0,00). Na kraju jos imamo ocjenu
lezllz, < lleir +eorllz, < llerrllc, + llexr|ic, - (5.32)

Da bi sustav bio £, stabilan pojacanje mora biti pozitivno i ograni¢eno, Sto znaci da je

uvijet £, stabilnosti spregnutih sustava

Y1772 < 1. (533)

Ukoliko su uy,, uz; € £, ([[uirlz, < 00, [|ug-|lz, < 00) tada su eir,esr,yir,yor € L) i
izrazi (5.30)-(5.31) vrijede za 7 — oo (odnosno, bez subscripta 7).

Struktura sustava u obliku povratne veze prikazana na slici 5.1 je standardna pri-
likom analize robustnosti dinamickih sustava. Dinamicki sustavi koji sadrze nemodeli-
rane (nepoznate) dinamicke ¢lanove mogu se prikazati u obliku povratne veze gdje je
H; poznati (nominalni) stabilni sustav, dok sustav Hs reprezentira nepoznatu stabilnu
dinamiku (perturbacijski ¢lan). U tom slucaju, uvjet 17, < 1 je zadovoljen kada je 7
dovoljno mali.

Mnogi rezultati analize robustnosti dobiveni Lyapunovljevom metodom mogu biti
interpretirani kao specijalan slucaj small-gain teorema. Nadalje, small-gain teorem
omogucuje analizu stabilnosti sustava koji bi se vrlo tesko mogli analizirati primjenom
Lyapunovljeve metode, poput npr. sustava s vremenskim pomacima, diskontinuiranim

nelinearnostima, itd.
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5.2. Disipativnost i pasivnost

Pojam disipativnosti usko je vezan uz pojam energije fizikalnih sustava. Ako en-
ergija sustava opada u vremenu, to zna¢i da ju sustav predaje okolini u obliku disipacije
(ili transformacije). Npr. ako imamo (relativno) izolirani mehanicki sustav kojem en-
ergija (kineticka plus potencijalna) opada u vremenu, to znaci da se energija disipira
zbog viskoznog ili suhog trenja, te u obliku toplinske energije (transformacija mehanicke
energije u toplinsku) odlazi izvan sustava u okolinu. Sli¢no kod (izoliranih) pasivnih
elektricnih RLC krugova, opadanje energije tijekom vremene znaci disipaciju elektri¢ne
energije na otpornicima (transformacija elektri¢ne energije u toplinsku). Sli¢no je i kod
svih ostalih fizikalnih sustava (pneumatskih, hidraulickih, kemijskih, termalnih,...).

Mozemo reci da disipativne sustave karakterizira svojstvo da u svakom vremenskom
trenutku, koli¢ina energije koju sustav predaje okolini ne moze prijeci kolicinu energije

koju je sustav primio iz okoline.

5.2.1. Primjeri i definicije disipativnih sustava

Primgjer 1 (Prigu$eni mehaniéki oscilator). Razmotrimo jednodimenzionalni

linerni priguseni mehanicki oscilator opisan diferencijalnom jednadzbom
Mi(t) + Dz(t) + Kz(t) = F(t), x(0) =z9, #(0)= vy, (5.34)

gdje je x(t) pozicija, M je masa, D je konstanta viskoznog trenja, K je konstanta opruge,
a F(t) je vanjska sila koja djeluje na sustav.

Energija sustava je

V(z(t),@(t)) = %Mx’Q(t) + %KmQ(t). (5.35)
Vremenska derivacija energije je
V(m(t),x’(t)) = Mz(t)i(t) + Kz(t)@(t). (5.36)

Uvrstavanjam diferencijalne jednadzbe (5.34) u prethodni izraz, kona¢no dobivamo
V(x(t),m(t)) = F(t)@(t) — Di*(t). (5.37)

Integriranjem prethodne jednadzbe od t =ty do t = t; dobivamo

Via(t), i(h)) = V(x(to), i(to)) + / P ()it dt — /t ' DaR(t)dt. (5.38)

to
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Prethodni izraz mozemo interpretirati na slijede¢i nacin. Energija sustava u trenutku
t = t; jednaka je pocetnoj energiji sustava plus energija primljena od strane vanjske sile
F(t), minus energija disipirana zbog viskoznog trenja. Ako nema vanjske sile i viskoznog
trenja, energija sustava je konstantna (konzervativni sustav).

S obzirom da je D > 0, izraz (5.38) mozemo prikazati u obliku slijedeée nejednakosti

V(alte). ilte)) + / CP®i)dt > Viah), #(h)), (5.39)

to
koja nam kaze da je energija sustava u nekom trenutku uvijek manja ili jednaka pocetnoj
energiji sustava plus energiji primljenoj iz okoline (dok je razlika tih energija disipirana
u okolinu).
Ako na dinamicki sustav (5.34) gledamo kao na preslikavanje ulazne varijable u(t) =

F(t) na izlaznu varijablu y(t) = @(t), te uvedemo funkciju

s(u(t),y(t)) = u(t)y(t) = F(1)(t), (5.40)

koja predstavlja snagu sustava, tada izraz (5.39) mozemo prikazati na slijede¢i nac¢in
t1
Vio(ta)) + [ stult).0)dt = Vx(t) (5.41)
to

gdje je x = [z #]T vektor stanja sustava. [J

Izraz (5.41) naziva se disipacijska nejednakost (dissipation inequality) i moze se
poop¢iti na sve realne fizikalne sustave. Sada uvodimo op¢u definiciju disipativnih sus-
tava.

Disipativnt sustavi. Razmotrimo kontinuirani, vremenski invarijantni dinamicki

sustav opisan diferencijalnim jednadzbama

x = f(x,u), (5.42)
y = h(x,u), (5.43)

gdje je x € X C R™ vektor stanja, u € U C R™ je vektor ulaza (upravljanja), a
y € Y C RP je vektor izlaza.

Definirajmo sada funkciju koja preslikava ulazno-izlazni par (u, y) u skalarnu veli¢inu,
s:UXY —R, (5.44)

koju nazivamo supply rate (snaga, tok energije).
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Definicija (Disipativnost). Sustav (5.42)-(5.43) je disipativan u odnosu na supply
rate s(u,y), (abstrakciju fizikalnog pojma snage) ako postoji funkcija V' : X — R,
koju nazivamo storage function (abstrakcija fizikalnog pojma energije akumulirane u

sustavu), takva da za V x(tg) € X, Vt; > to, 1V u € U, vrijedi

V(x(t) < Vix(to)) + / s(ut), y(6)dt. (5.45)

to

Nejednakost (5.45) nazivamo integralna disipacijska nejednakost, a izrazava ¢injenicu
da je ’akumulirana energija’ V(x(t1)) sustava (5.42)-(5.43) u bilo kojem vremenskom
trenutku ¢; jednaka sumi 'akumulirane energije’ V(x(y)) u pocetnom trenutku i ukupne
eksterno primljene energije ftil s(u(t),y(t))dt tijekom vremenskog intervala [to, t1]. Dru-
gim rije¢ima, nije muguca ’interna kreacija energije’ nego samo ’interna disipacija en-
ergije’.

Diferencijalna disipacijska nejednakost. Na osnovu integralne disipacijske
nejednakosti (5.45) mozemo dobiti tzv. diferencijalnu disipacijsku nejednakost (u limesu

tl — to) dv( )
X
dt

Prethodni izraz mozemo interpretirati na slijede¢i nacin: prirast energije sustava ne

<s(u,y), ¥x,u. (5.46)

moZze biti veéi od ulazne snage. Izraz (5.46) mozemo nadalje prikazati kao

IV (x)
0x

f(x,u) = Vi(x)f(x,u) < s(u,y), Vx,u, (5.47)

gdje je
8_\/ oV oV oV
ox  |0x; Oxs Oz,

Definicija disipativnosti u obliku (5.46), odnosno (5.47) koristi se pri uspostavljanju

VX(X) =

analogije izmedu koncepta disipativnosti i Lyapunovljeve analize stabilnosti.

5.2.2. Pasivnost dinamickih sustava

Disipativne sustave mozemo nadalje klasificirati prema obliku funkcije snage (supply

rate) s(u,y). Jedan vazan izbor navedene funkcije je

s(u(t),y(t) = y" (t)u(?). (5.48)
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Pretpostavimo da je sustav (5.42)-(5.43) disipativan u odnosu na s(u,y) = y?u. Tada
vrijedi

/ 1yT(t)U(t)dt > V(x(t)) = V(x(to)) = =V (x(to)), (5.49)

to
VX(to) c X, th > to, 1 Vu(t) eu.
Definicija (Skalarni produkt funkcija). Neka su u,y € £3) 1T > 0. Skalarni

produkt vektorskih funkcija u iy definiran je za svaki T > 0 slijedeé¢im izrazom

(ylu)r = / y7 (t)u(t)dt. (5.50)

Ako stavimo to =01t =T, te B = =V (x(to)), izraz (5.49) postaje (y|u)r > 5. Na
osnovu navedenoga navodimo slijede¢u abstraktnu definiciju pasivnosti.
Definicija (Pastvnost). Za sustav (5.42)-(5.43) kazemo da je pasivan ako postoji

konaé¢na konstanta 3 € R, takva da vrijedi

(ylw)r > 6. (5.51)

Konstanta 3 ovisi o pocetnim uvjetima sustava. []

Pojam pasivnosti vazan je zbog toga Sto vecina realnih fizikalnih sustava ima funkciju
snage (supply rate) u obliku skalarnog produkta medusobno konjugiranih ulazno-izlaznih
varijabli. Kod translacijskih mehanickih sustava (primjer 1), sila F'(¢) i brzina #(¢) medu-
sobno su konjugirane varijable (u(t) = F'(t), y(t) = @(t)) jer njihov produkt predstavlja
snagu definiranu izrazom s(u(t),y(t)) = u(t)y(t) = F(t)i(t), iz cega zakljucujemo da
su mehanicki sustavi pasivni za navedeni izbor ulazno-izlaznih varijabli. Za neki drugi
izbor ulazno-izlaznih varijabli (npr. u(t) = F(t), y(t) = z(t)) sustav nije pasivan.

U tablici 5.1 navodimo konjugirane ulazno-izlazne varijable nekih fizikalnih sustava

(¢iji produkt ima dimenziju snage).

Diferencijalni oblik definicija pasivnosti

Integralni oblik definicije pasivnosti (5.51), odnosno (5.49) u limesu ¢; — ¢, poprima
diferencijalni oblik V(x) < y(t)u(t). Navodimo slijede¢e definicije pasivnosti.

Pasivnosti. Ako postoji pozitivno semidefinitna funkecija V' (x(¢)) > 0 i ako vrijedi

V(x(1) <y (thu(t), (5.52)
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Tablica 5.1: Konjugirane ulazno-izlazne varijable nekih fizikalnih sustava

Fizikalni Ulazna varijabla | Izlazna varijabla | Snaga
sustav u(t) y(t) s(u,y)
Mehanicki Sila Brzina F(t)v(t)
(translacijski) F(t) [N] v(t) [m/s N m/s]
Mehanicki Moment Kutna brzina M (t)w(t)
(rotacijski) M (t) [N m] w(t) [rad/s] N m/s]
Elektri¢ni Napon Struja U(t)I(t)
U(t) [V] 1(t) [A] [V Al
Hidraulicki Tlak Volumni tok p(t)e(t)
p(t) [N/m?] p(t) [m?*/s] [N m/s]
Kemijski Kemijski potencijal Molarni tok pu(t)v(t)
p(t) [J/mole] v(t) [mole/s] [J/s]
Termodinamicki Temperatura Tok entropije TdS/dt
T [K] dS/dt [W/K] [W]

103
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za svaki t > 0 1 za sve funkcije u(t) tada kazemo da je sistem pasivan. Ako vrijedi
jednakost V(x(t)) = y”(t)u(t) sustav je bez gubitaka energije (lossless). O
Ulazna striktna pasivnosti. Ako postoji funkcija V' (x(t)) > 0 i parametar 6 > 0,
te ako vrijedi
V(x(t) < yT(t)u(t) — su” (t)u(?), (5.53)
za svaki t > 0 i za sve funkcije u(t) tada kazemo da je sistem ulazno striktno pasivan
(input strictly passive). O
Izlazna striktna pasivnosti. Ako postoji funkcija V(x(t)) > 0 i parametar € > 0,
te ako vrijedi
V(x(t) <y (tu(t) — ey (B)y(), (5.54)
za svaki t > 0 1 za sve funkcije u(t) tada kazemo da je sistem izlazno striktno pasivan
(output strictly passive). O
Striktna pasivnosti. Ako postoje pozitivno semidefinitna funkcija V' (x(t)) > 0,

parametar p > 0, te pozitivno definitna funkcija ¢ (x(t)) > 0, koji zadovoljavaju

V(x(t)) < y"(Hu(t) — py(x(1)), (5.55)

za svaki t > 0 1 za sve funkcije u(t) tada kazemo da je sistem striktno pasivan (strictly
passive). [

Ako se ponovo vratimo na primjer prigusenog mehanickog oscilatora, vidimo da
se radi o izlazno striktno pasivnom sustavu. To vidimo na osnovu derivacije funkcije
energije V(z(t),4(t)) = F(t)i(t) — Di?(t). Konjugirane varijable su u(t) = F(t) i
y(t) = i(t), te ako stavimo € = D, dobivamo V (z(t),@(t)) = u(t)y(t) — ey?(t) iz cega
slijedi da je sustav izlazno striktno pasivan. Ako je D = 0, dobivamo V (x(t), &(t)) =
u(t)y(t), odnosno sustav je konzervativan i sva predana energija akumulira se u sustavu

bez gubitaka.

Lo-gain supply rate

Pored navedenih oblika funkcije s(u,y) u definicijama pasivnosti, bitan je takoder i

tzv. Lo-gain supply rate,
s(u,y) = Y2l (Hu(t) —y" (t)y(t), (5.56)

pomocu kojega uspostavljamo ekvivalenciju izmedu ¢injenice da je neki sustav izlazno

striktno pasivan te ¢injenice da sustav ima konacno L, pojacanje.
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Lema. Ako je sustav disipativan u odnosu na Lo-gain supply rate, tada je sustav Lo
stabilan i ima konac¢no L, pojacanje koje je manje ili jednako ~.
Dokaz. Po definiciji (5.45) imamo

V(x(t)) < V(x(to)) + / [’ (Bu(t) -y @)y (0)]de, (5.57)

odnosno
/t " YTy ()t < 47 / W Oudt - Vix() ~ Vix(h). (559

S obzirom da vrijedi V(x(1)) > 0, slijedi

(/tl yT(t)Y(t)dt)% <7 (/tl uT(t)u(t)dt); +/V(x(to)), (5.59)

to to

gdje smo iskoristili nejednakost va? + b% < a + b za nenegativne a i b. Ako stavimo

to =01t =T, dobiveni izraz je ekvivalentan sa
[y7llz. < vllurllz, + 8, (5.60)

gdje je 8= /V(x(tp)). O
Lema. Ako je sustav izlazno striktno pasivan sa V < u”y — ey”(¢)y(t), tada je
sustav Lo stabilan i ima konacno £, pojacanje koje je manje ili jednako 1/e.

Dokaz. Derivacija funkcije energije zadovoljava

. 1 1
V<uly — ey (y() = 5-(u—ey) (u—ey) + u"u— 5yTy <
2€ 2e 2
1 €
< —ufu—-yly.
=2 T YY
Integriranjem prethodnog izraza dobivamo
T 1T, 9
| ¥rova <% [ ouna - 2vem) - vio)l G.on
Na osnovu prethodnog izraza slijedi
1 2
Iyzlle, < Hurlle, + 1/ 2V x(0), (562

gdje smo iskoristili ¢injenicu V(x(7")) > 01 va? + b> < a + b za nenegativne a i b. O
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Vidjeli smo da je priguseni mehanicki oscilator izlazno striktno pasivan a na osnovu
prethodnog rezultata to znaci da je i Lo stabilan sa Ly pojacanjem koje je manje ili
jednako 1/D, gdje je D koeficijent prigusenja. Velika vrijednost koeficijenta prigusenja D
znadi spor odziv sustavi ali i malo L£o-pojacanje (veliko prigusenje vanjskih poremecaja).
Vrijedi i obrnuto. Mala vrijednost koeficijenta prigusenja D znaéci brz odziv i veliko Lo-
pojacanje (slabo prigusenje vanjskih poremecaja). Drugim rije¢ima, imamo trade-off

izmedu izmedu robustnosti i performansi prijelaznog odziva.

5.2.3. Uvjeti pasivnosti afinih i linearnih sustava

Karakterizacija pasivnosti. Sada ¢emo na osnovu navedenih definicija pasivnosti
odrediti uvijete pod kojima je neki sustav pasivan. Razmotrimo klasu nelinearnih afinih

sustava

x = f(x) + g(x)u, (5.63)
y = h(x), (5.64)

gdje je g(x) e R™™ f(x) € R" i h(x) € R™.

Navedeni sustav je pasivan ako vrijedi V < u”y, odnosno
Vi(x)[f(x) + g(x)u] < u’h(x). (5.65)

Prethodno navedeni uvjet ekvivalentan je Hill-Moylandovim uvjetima

Vi(x)f(x) <0, 5.66)
Vi(x)g(x) = hT(X). (5.67)
Ako imamo linearni sustav
x = Ax + Bu, (5.68)
y = Cx, (5.69)

i funkciju energije (storage function) V(x) = x* Px, tada Hill-Moylandovi uvjeti postaju

PA + ATP <0, (5.70)
PB = C7, (5.71)
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koji se zovu jos i Kalman-Yakubovich-Popov uvjeti. Dakle, osim Sto matrica P mora biti
rjeSenje Lyapunovljeve matri¢ne nejednadzbe, mora zadovoljiti i matriécnu jednadzbu
PB = C”.

Karakterizacija izlazne striktne pasivnosti. Da bi sustav bio izlazno striktno

pasivan, V < uly — ey (t)y(t), mora biti zadovoljen slijededi uvjet
Va(x)[f(x) + g(x)u] < u"h(x) — ch’ (x)h(x). (5.72)
Prethodno navedeni uvjet ekvivalentan je Hill-Moylandovim uvjetima
Vi(x)f(x) < —eh’(x)h(x), (5.73)
Va(x)g(x) = h' (x). (5.74)

Ako imamo linearni sustav (5.68)-(5.69) i funkciju energije (storage function) V(x) =
xTPx, tada uvjeti prethodno dobiveni uvjeti striktne izlazne pasivnosti afinih sustava

postaju

PA + ATP < —eC'C, (5.75)
PB = C”. (5.76)

5.2.4. H., upravljanje linearnim sustavima

Lo norma linearnih sustava. Vidjeli smo da ako je sustav disipativan u odnosu

na Lo-gain supply rate,
V(x) <y*u’(Hu(t) - y" (t)y(t), (5.77)

tada je sustav L, stabilan sa £y pojacanjem manjim ili jednakim ~.
Za linerni sustav (5.68)-(5.69) sa funkcijom energije (storage function) V(x) = x Px,
mozemo dobiti uvjete za izracunavanje Lo pojacanja -y.

Deriviranjem funkcije energije V' (x) dobivamo
V = %x"Px + x'Px = (Ax + Bu)"Px + x"P(Ax + Bu). (5.78)

Uvrstavanjem prethodnog izraza u (5.77), te nakon mnozenja i prebacivanja svih ¢lanova

na lijevu stranu, dobivamo

x? ATPx 4+ x"PAx + u'BPx + x"PBu — v*u’u + x'C'Cx < 0, (5.79)
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odnosno
x'[ATP + PA + C'Clx + u"B"Px + x'PBu — y*u’u <0, (5.80)
ili u matriénom obliku
ATP+PA +CTC PB
x” u] TEAT *| <o, (5.81)
BTP —’T| | u

Da bi gornja kvadratna forma bila negativno definitna, mora biti zadovoljena slijedeca

linearna matri¢na nejednakost (LMI)

ATP+PA +C’C PB

<0, (5.82)
BTP —~21

Bounded real lemma. Ako postoji P > 0 takav da vrijedi (5.82), tada je Lo
pojacanje linearnog sustava (5.68)-(5.69) manje ili jednako ~. O
Primjenimo li Schurov komplement (vidi 6.5.4.) na izraz (5.82), dobivamo Riccati-

like kvadratnu matri¢nu nejednadzbu

1
A"P +PA 4+ C'C+ —PBB'P < 0. (5.83)
gl

Linearni H,, regulator

Razmotrimo nejednadzbu (5.80) koja predstavlja kvadratnu formu po vektorima x
i u. Ako zelimo na osnovu navedene kvadratne forme dobiti kvadratnu formu samo po
vektoru x, moramo na neki nac¢in eliminirati vektor u. To ¢emo uciniti maksimizacijom
desne strane izraza (5.80) po vektoru u (deriviranjem po u, te izlu¢ivanjem u u ovisnosti
o x). Dobivamo ,

u= ﬁBTPx. (5.84)

Uvrstavanjem prethodnog izraza u (5.80), dobivamo
1
x" |A"P +PA +C"C+ —PBB'P|x <0, (5.85)
Y

Sto ¢e biti zadovoljeno ako postoji takav P > 0 koji zadovoljava Riccati-like kvadratnu
matri¢nu nejednadzbu (5.83).

Drugim rije¢ima, zakon upravljanja (5.84) garantira da je £, pojacanje zatvorenog
kruga manje ili jednako ~y. S obzirom da je L5 pojacanje linearnog sustava (5.68)-(5.69)
ekvivalentno H,., normi matrice prijenosnih funkcija, uprvljanje (5.84) i (5.83) nazivamo

jos i Hy, upravljanje.
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5.2.5. Pasivnost spregnutih sustava

Razmotrimo dva sustava u povratnoj vezi, prikazana na slici 5.1.

Teorem. Sustav koji se sastoji od dva pasivna podsustava u povratnoj vezi je
takoder pasivan sustav.

Dokaz. Neka su Vi(x1) i Va(xy) funkcije energije (storage functions) podsustava H;
i Hy respektivno. Zbog povratne veze vrijedi es = us +y; i €, = u; — yo. Uvjeti

pasivnosti oba podsustava imaju slijedeci oblik
Vi(x1) < yjer, Va(x2) < y3es. (5.86)

Ako za funkciju energije spregnutog sustava uzmemo sumu funkcija energija pojedinih

podsustava V(x) = Vj(x1) + Va(x3), dobivamo

V(x)<ylei+yses=yi (W —ys) +y; (W +y1) =y w +yju. (5.87)

Ako oznacimo vektore ulaza i izlaza spregnutog sustavasau = [ul ul]Tiy = [yl yI]7

Y

prethodni izraz postaje
V(x) <y'u, (5.88)

odnosno, spregnuti sustav je pasivan u odnsu na supply rate yZu. O
Lema. Sustav koji se sastoji od dva izlazno striktna pasivna podsustava u povratnoj
vezi, sa
Vi(x1) < yler —eaylyi, Va(x2) < y5e: — €2y3y2, (5.89)
takoder je izlazno striktno pasivan sustav, te je L, stabilan sa Lo pojacanjem manjim
ili jednakim 1/ min{e;, €2}.
Dokaz. Zbog povratne veze vrijedi e; = us +y; i € = u; — yo. Ako za funkciju en-

ergije spregnutog sustava uzmemo sumu funkcija energija pojedinih podsustava V(x) =

Vi(x1) + Va(xz), dobivamo
V(X) < Y1T(u1 —y2) + }’QT(U2 +y1) — 61Y1TY1 - 62Y2TY2 <
< yiu +y;us —min{e, e} (y] y1 +y3y2) =
=yu—ey'y

gdje je € = min{ey, e}, Ovim smo pokazali da je spregnuti sustav izlazno striktno

pasivan. U prthodnom podpoglavlju smo dokazali da ako je sustav izlazno striktno
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pasivan tada je sustav Ly stabilan i ima Lo pojacanje koje je manje ili jednako 1/e,
odnosno 1/ min{ey, ez}, O
Lema. Sustav koji se sastoji od jednog pasivnog podsustava i jednog izlazno striktno

pasivnog podsustava u povratnoj vezi, sa
Vi) Syfer,  Va(xe) Syzes —eysyo, (5.90)

takoder je izlazno striktno pasivan sustav, te je L, stabilan sa Lo pojacanjem manjim
ili jednakim 1/e.

Dokaz. Slijedi direktno na osnovu prethodne leme. [J

5.2.6. Stabilnost pasivnih sustava

Definicija (Zero-state observability). Kazemo da je sustav (5.42)-(5.43) zero-
state observable ako na osnovu y = 0 slijedi x = 0 (ako je jedino rjesenje jednadzbe
h(x,0) = 0 trivijalno rjesenje x = 0). [

Lema. Razmotrimo sustav (5.42)-(5.43). Ravnotezno stanje sustava x = f(x,0) je

asimptotski stabilno ako je sustav
e striktno pasivan, ili
e izlazno striktno pasivan i zero-state observable.

Nadalje, ako je storage function radijalno neogranicena, ravnotezno stanje je globalno

asimptotski stabilno. [

5.2.7. Passivity-based control (PBC)

Pretpostavimo da imamo pasivni sustav sa funkcijom energije V(x), tako da vrijedi

V(x) <y'u (5.91)

Ako sustav nije izlazno striktno pasivan, tada je najjednostavniji nac¢in da ga uc¢inimo

izlazno striktno pasivnim, izbor staticke povratne veze
u=—kv+v, k>0, (5.92)
gdje je v nova ulazna varijabla. Uvrstimo li (5.92) u (5.91), dobivamo

V(x) <y'v—k|yl|? (5.93)
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odnosno sustav u zatvorenoj upravljackoj petlji je izlazno striktno pasivan. Uz dodatni
uvjet observabilnosti nultog stanja (zero-state observability), zakljué¢ujemo da je sustav

asimptotski stabilan.

5.3. Hamiltonski sustavi

U prethodnom podpoglavlju vidjeli smo da svi realni fizikalni sustavi spadaju u klasu
disipativnih, odnosno pasivnih sustava. U ovom podpoglavlju vidjet ¢emo da jednadzbe
gibanja svih realnih sustava imaju specijalnu, tzv. Hamiltonsku strukturu. Pri tome
pretpostavljamo da su dinamicke jednadzbe izvedene na temelju fundamentalnih zakona

sacuvanja energije i mase, bez aproksimacija i linearizacija.

5.3.1. Euler-Lagrangeove i Hamiltonove jednadzbe

Svi elektro-mehanicki sustavi mogu se modelirati Euler-Lagrangeovim jednadzbama
koje su izvedene na temelju zakona sacuvanja energije. Razmatramo mehanicki sus-
tav s n stupnjeva slobode gibanja ¢iju dinamiku mozemo prikazati primjenom Euler-

Lagrangeovih jednadzbi

d (0L oL

— =) - == = 5.94

dt (aq) oq (5.94)
gdje je q = [q1 g2 ... @u]" vektor unutragnjih (poopéenih) koordinata, q = [¢1 ¢ ... ¢n]”

je vektor unutrasnjih (poopéenih) brzina, dok je u = [uy us ... u,]7 vektor upravljackih
momenata/sila. Lagrangeova funkcija sustava L(q, q) = T'(q, q) —U(q) jednaka je razlici
kineticke T'(q, q) i potencijalne U(q) energije sustava. Kineticka energija je kvadrati¢na

forma po poopéenim brzinama

1

T(q,q) = 54" M(a)q, (5.95)

gdje je M(q) pozitivno definitna simetri¢na inercijska matrica mehanic¢kog sustava di-
menzije n X n.
Da bi sustav od n jednadzbi drugog reda (5.94) transformirali u sustav od 2n jed-

nadzbi prvog reda, uvodimo slijede¢u smjenu koordinata:

P =5 = M(q)q, (5.96)



Poglavlje 5. £, stabilnost i pasivnost dinamitkih sustava 112

tako da jednadzbe (5.94) postaju

. OH
q = 5
9
P (5.97)
= _8_]—[ +u
p - aq bl
gdje je .
H(q,p) = §pTM‘1(q)p +U(q) (5.98)

totalna energija sustava koju zovemo Hamiltonian, dok jednadzbe (5.97) zovemo Hamil-
tonske jednadzbe gibanja. Sustave, ¢ija dinamika se moze prikazati u obliku (5.97) nazi-
vamo Hamiltonski sustavi.

Pasivnost hamiltonskih sustava. S obzirom da Hamiltonian odgovara totalnoj
energiji sutava mozemo ga uzeti kao storage function. Deriviranjem Hamiltoniana (5.98)

po vremenu dobivamo

ot o otmow o om0
at 8qq 8pp_ dq Op Op dq ~ Op - '

gdje je ¢ = G = M~ (q)p.

Ako kao izlaznu varijablu sustava definiramo

oH
== —— 5.100
y=a="4 ( )
tada imamo
H=1y"u, (5.101)

sto znac¢i da je sustav pasivan i bez gubitaka (lossless, konzervativan) s obzirom na
preslikavanje ulazne varijable u na izlaznu varijablu y = q. Izraz (5.98) znaci da je
prirast energije jednak snazi y’u.

Ako mehanicki sustav ima viskozno trenje, tada Euler-Lagrangeove jednadzbe moramo

nadopuniti derivacijom Rayleighove disipacijske funkcije

d (0L oL OR
(=) = 5.102
dt (aq) oq " ag ™ (5.102)
gdje Rayleighova disipacijska funkcije zadovoljava
OR
q'=—>0. (5.103)

oq —
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U tom slu¢aju, deriviranjem Hamiltoniana (5.98) po vremenu dobivamo
H=q"u-—q"== <y (5.104)
9q

Sto znaci da je sustav pasivan (s disipacijom energije).

Ako Rayleighovu disipacijsku funkciju mozemo ocjeniti na slijedeé¢i nacin

OR
> 5)ql? 5.105
a'5q = dlal’ (5.105)

tada imamo

_ .7OR
H:un—qTE <yTu-d|y|? (5.106)

odnosno, mehanicki sustav je izlazno striktno pasivan.

5.3.2. Port-controlled Hamiltonian systems

Ako sada uvedemo vektor stanja cijelog sustava kao x = [q p]7, tada jednadzbe

(5.97) mozemo konciznije zapisati kao

X = Jaa—i] + g(x)u, (5.107)

gdje je
J= [_(I) (I]] , (5.108)
g(x) = [0 T, dok je I € R™ " jedini¢na matrica. Matrica J naziva se Poissonova

strukturna matrica, i ima fundamentalno svojstvo antisimetri¢nosti
J=-J7, (5.109)

odnosno
z'Jz = 0. (5.110)

Pogledajmo sada derivaciju Hamiltoniana po vremenu,

dH O0"H. O0'H OH O'TH 0H O0'H
T ox T ox (Ja—x+g<x>“> = ox Vox ok 80w (ALY

odnosno
dH B O'H

oTH o
dt - ox g(x)u = op

u=q u, (5.112)
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gdje smo iskoristili svojstvo antisimetricnosti strukturne matrice J.

Ako definiramo izlaznu varijablu

OH
T
= - 5.113
y =g, (5.113)
tada izraz (5.112) postaje
H =y, (5.114)

odnosno, sustav je pasivan (lossless).
Stoga, mehanicke sustave mozemo prikazati u slijede¢em Hamiltonskom obliku, prim-
jenom strukturne matrice, i definiranjem konjugiranog ulazno-izlaznog para varijabli u

odnosu na koje je sustav pasivan,

: OH
X = Ja—X + g(x)u, (5.115)
OH
_ T
y =g (x) e (5.116)

Sustav opisan jednadzbama (5.115)-(5.116) naziva se port-controlled Hamiltonian sys-
tems (PCH). Jednadzbe (5.115)-(5.116 izvedene su na temelju Hamiltonovih jednadzbi
klasicne mehanike. Medutim, svi realni fizikalni sustavi, ¢ije dinamicke jednadzbe su
izvedene na temelju fundamentalnih zakona sa¢uvanja, mogu se prikazati u slijede¢em

obliku
OH

X = J(X)ﬁ_x + g(x)u, (5.117)
OH
=g’ (x)—— 11
y =800 (5.118)
gdje je J(x) antisimetricna matri¢na funkcija, J(x) = —J7(x). Razlika u odnosu na

(5.115)-(5.116) je u strukturnoj matrici J(x) koja ne mora biti konstantna niti imati
oblik (5.108).

PCH sustavi sa disipacijom. Pretpostavimo da je Rayleighova disipacijska
funkcija kvadraticna po brzinama, R(q) = %quq, gdje je S pozitivno semidefinitna
matrica. Tada izraz (5.106) postaje

- .7OR . T -
H=¢qu- qTa—é1 =q'u—q’'Sq=y'u—y’Sy. (5.119)

Ako u prethodni izraz uvrstimo y = gT(X)%—Z, dobivamo

R(x)—— (5.120)
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gdje je
R(x) = g(x)Sg’ (x) > 0. (5.121)
Da bi derivacija Hamiltoniana u slucaju disipativnih sustava imala oblik (5.120),

jednadzbe konzervativnih PCH sustava (5.117)-(5.118) moramo poopciti na slijedeéi

x = [J(x) — R(X)]aa—]i + g(x)u, (5.122)
y = gT(X)aa—z- (5.123)

Lako mozemo vidjeti da je derivacija Hamiltoniana sustava (5.122)-(5.123) jednaka
(5.120). Jednadzbe (5.122)-(5.123) predstavljaju standardnu reprezentaciju PCH sus-
tava. Dinamicke jednadzbe prakticno svih fizikalnih disipativnih sustava mogu biti
reprezentirane u obliku (5.122)-(5.123), gdje je J(x) = —=J7(x) i R(x) = R (x) > 0.
Linearnt PCH sustavi bez disipacije. Razmotrit ¢emo sada reprezentaciju
linearnih konzervativnih (lossless) sustava u obliku PCH sustava. Vidjeli smo da je

linearni sustav

x = Ax + Bu, (5.124)
y = Cx, (5.125)

pasivan (lossles, konzervativan) ako postoji funkcija energije (storage function), odnosno
Hamiltonian H(x) = %XTPX sa P = PT >, takva da vrijede slijedeéi uvjeti

PA + ATP =0, (5.126)

B’P = C. (5.127)

Da bi linearni sustav (5.124)-5.125) mogli prikazati u PCH obliku (5.115)-(5.116), mora

vrijediti

oOH
J— = Ax. 5.128
ox * ( )
S obzirom da je %—f{l = Px, slijedi da je strukturna matrica J = AP~!. Da bi J bila
strukturna matrica, moramo provjeriti da li vrijedi svojstvo antisimetri¢nosti, J = —J7.

Da bi to dokazali, iskoristit ¢emo prvi uvjet pasivnosti (5.126) iz kojeg slijedi AT =
—~PAP~!. Slijedi

JI=[AP )T =P HTAT = - (P H)"PAP ' = -AP ! = -J, (5.129)
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¢ime smo dokazali da je J = AP~! antisimetri¢na matrica. Stoga, PCH reprezentacija

linearnih konzervativnih sustava ima slijedeci oblik

% = JPx + Bu, (5.130)
y = B'Px. (5.131)

5.3.3. Povratna sprega PCH sustava

Pretpostavimo da zelimo upravljati PCH sustavom s disipacijom

OH

x = [J(x) — R(X)]E)_X + g(x)u, (5.132)
y = gT(X)%—Z. (5.133)

te da je regulator takoder PCH sustav s disipacijom, opisan slijede¢im jednadzbama

0H,

i = [elz) ~ Re()] B 4 (), (5.134)
ye = &1(2) 0. (5.135)

Na slican nacin kao kod small-gain i passivity teorema, povratna veza medu sustavima
definirana je izrazima

u=-y.+v, u.=y-+ve, (5.136)

gdje su v i v, vanjski referentni signali. Sustav u zatvorenoj petlji ima oblik
x| _ ([ I -exel@]| R o S [s0 0 | [V
Z g.(z)g’(x)  J.(z) 0 R.(2) 8. 0 g.(z)||ve

1 [e'x ol
[;’ = [gé )gT(ZZ)] [iix] (5.137)

sto je ponovo PCH sustav s disipacijom, totalnim Hamiltonijanom jednakim H(x) -+

H.(z), ulaznim vektorom [vI vI]T T

i izlaznim vektorom [y? yT|T. Dakle povratna
sprega dva PCH sustava takoder je PCH sustav (kao $to je povratna sprega dva pasivna

sustava ponovo pasivan sustav).
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5.3.4. Interconnection and Damping Assignment
Passivity-Based Control (IDA-PBC)

Prilikom upravljanja PCH sustavima cilj je da regulacijski sustav, pored stabilizacije
sustava, ostaje i dalje PCH sustav.
Pretpostavimo za pocetak da Zzelimo nac¢i zakon upravljanja u = f(x), koji e

omoguciti da nelinearni afini sustav
x = f(x) + g(x)u (5.138)

poprimi PCH oblik
0H,
ox’

gdje je Hy(x) zeljeni Hamiltonian koji ima minimum u ravnoteznoj tocki x*.

x = [Ja(x) — Ra(x)] (5.139)

Pretpostavimo da je g*(x) lijevi anhilator punog ranga od g(x), odnosno da vrijedi

g (x)g(x) = 0. (5.140)

Pomnozimo li jednadzbe (5.138)-(5.139) sa g*(x) i medusobno usporedimo, dobivamo
0H,

g (0)f(x) = g (x)[Ja(x) - Rd(X)]a—Xd- (5.141)

Izraz (5.141) predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednadzbu po Hy(x). Sada trebamo
odrediti upravljanje u = 3(x) koje ¢e omoguéiti poklapanje modela (5.138) i (5.139),

F(x) + £(x)300) = [Talr) ~ Ra(x)] 5. (5142

Pomnozimo li prethodni izraz sa pseudoinverzom [g7(x)g(x)] ‘g’ (x), dobivamo na
kraju

5(x) = [ (0800] &7 () | [9ul0) ~ Ra)) ot — 1) (5,143

Dobiveni zakon upravljanja transformira nelinearni sustav (5.138) u PCH sustav (5.139)

a time i stabilizira sustav s obzirom da vrijedi

OTHy
— — < .
o Ra(x)5 < <0, (5.144)

sto znaci da je Hamiltonian Hy(x) ujedno i Lapunovljeva funkcija ¢ija derivacija je

0H,

Hy =

negativno semidefinitna. Asimptotska stabilnost slijedi pozivanjem LaSalleovog principa
invarijantnosti.
Kljuéni dio dizajna navedenog regulatora je rjesavanje parcijalne diferencijalne jed-

nadzbe (5.141). Pri tome trebamo imati slijedece ¢injenice u vidu
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e Matrice J4(x) i R4(x) su slobodne, uz uvjet antisimetri¢nosti i simetri¢nosti

e Hamiltonian H,(x) moze biti totalno ili djelomi¢no fiksiran uz uvjet da minimum

Hamiltoniana odgovara zeljenom ravnoteznom stanju

e Postoji dodatni stupanj slobode u izboru anhilatora g*(x) s obzirom da on nije

jedinstveno definiran s g(x)

Na osnovu navedenih ¢injenica, moguéi su slijedeci pristupi.

Neparametrizirana IDA. Unaprijed se zadaju matrice J4(x), Rq(x) i gt (x) i rijesava
parcijalna diferencijalna jednadzba (5.141) po Hy(x). Od svih moguéih rjesenja odabire
se ono koje ima minimum u Zeljenom ravnoteznom stanju.

Algebarska IDA. Unaprijed se zadaje Hamiltonian Hy(x), tako da jednadzba (5.141)
postaje algebarska po J4(x), Ry(x) i g*(x).



6 Dodatak A:

Osnove linearne algebre

6.1. Neke definicije

Ovdje navodimo neke osnovne definicije i svojstva kvadratnih n x n matrica.
Minor. Ako se i-ti redak i j-ti stupac determinante det(A) eliminiraju, preostalih
n — 1 redaka i n — 1 stupaca formiraju determinantu det(M;;). Ta determinanta naziva

se minor od elementa a;;. Npr. ako je determinanta matrice A dana sa

a1l a2 a3
det(A): 91 Q22 Q23 |, (61>

agz1 asz 33

tada je minor elementa ao

det(M,;) = | “* (6.2)
asy @ss
Kofaktor. Kofaktor od elementa a;;, definiran je sa
Kofaktor elementa aq5 iz prethodnog primjera jednak je
O = (—1)| ™ 3], (6.4)
as1 ass

Laplaceov razvoj determinanti. Determinantu matrice A mozemo izracunati

primjenom jednog od 2n mogucih razvoja

det(A) = Z a;;Cij, j=1,ili 2,ili 3,...,ilin, (razvoj po stupcu) (6.5)
i=1

119
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det(A) = " a;Ciy, i=1,ili 2,ili 3,...,ilin, (razvoj po retku) (6.6)
j=1

Razvojem determinante po stupcu ili retku s najve¢im brojem nul-elemenata dobivamo
najjednostavniji prikaz te determinante.

Adjungirana matrica. Adjungirana matrica od matrice A definirana je sa
adj(A) = CT, (6.7)

gdje su elementi matrice C kofaktori Cj; elemenata a;; matrice A.
Inverzna i adjungirana matrica. Inverznu matricu matrice A mozemo prikazati
preko adjungirane matrice na slijede¢i na¢in
A—l — a‘d.] (A)
det(A)
Za matricu A kazemo da je regularna ako vrijedi det(A) # 0. Ako vrijedi det(A) = 0,

kazemo da je matrica A singularna. Inverzna matrica A~! postoji samo ako je A

(6.8)

regularna matrica.

Svojstvene vrigednosti matrice. Matricnu jednadzbu
y = Ax, (6.9)

gdje su x,y € R", A € R™", mozemo geometrijski interpretirati kao transformaciju
vektora x u vektor y unutar n-dimenzionalnog vektorskog prostora. Unutar vektorskog
prostora postoje vektori koji nakon navedene transformacije mijenjaju samo duljinu
ali ne i smjer, odnosno y = Ax, gdje skalar A definira produljenje (A > 1) ili sman-
jenje (A < 1) vektora x nakon transformacije. Vektore s navedenim svojstvom nazivamo
svojstvenim ili karakteristicnim vektorima, dok skalare A nazivamo svojstvenim ili karak-
teristicnim vrijednostima matrice A.

Svojstvene vrijednosti matrice A nalazimo rjesavanjem jednadzbe
Ax = )x, (6.10)

odnosno

(AL — A)x = 0. (6.11)

Navedeni sustav jednadzbi ima netrivijalno rjesenje jedino ako vrijedi

det(AI — A) = 0. (6.12)



Poglavlje 6. Dodatak A: Osnove linearne algebre 121

Karakteristicna jednadzZba matrice. Razvojem determinante (6.12) dobivamo

polinom n-tog reda po A koji zovemo karakteristicnom jednadzbom matrice A

p(A) =det(\I — A) = X"+ a, 1 A"+ .+ ar )+ ap. (6.13)
Rjesavanjem jednadzbe p(\) = 0 dobivamo n karakteristi¢nih vrijednosti (korijena)
A1, Ao, ..., A, Ako poznajemo korijene sustava, tada karakteristiéni polinom (6.13)

mozemo faktorizirati na slijedeé¢i nacin
PA) = (A= A)A = A2) -~ (A= An). (6.14)

Svojstveni vektori matrice. Pretpostavimo da matrica A ima n razlic¢itih svo-
jstvenih vrijednosti A{,...,\,. Tada navedenim svojstvenim vrijednostima mozemo
pridruziti n linearno nezavisnih svojstvenih vektora ui,us,...,u,, koji predstavljaju

netrivijalna rijeSenja homogene linearne matri¢ne jednadzbe

S obzirom da je (6.15) homogena jednadzba, svaki vektor proporcionalan s u;, odnosno
c;u; takoder je rjesenje od (6.15) za ¢; # 0.

Matriéne funkcige. Matricne funkcije mozemo definirati na osnovu Taylorovog
razvoja u beskonacni red potencija. Navodimo primjere nekih matri¢nih funkcija:

Matricni polinom. Ako je zadan polinom k-tog reda u funkciji skalarne varijable x,
n(z) = 2 + by_12* 1 4+ . 4 b + by, (6.16)

tada matri¢ni polinom u funkciji kvadratne matrice A € R™*" ima slijede¢i oblik
n(A) = A" + b AM b A bl (6.17)

Matricna eksponencijalna funkcija. Na slican nacin kao kod matri¢nog polinoma, ma-
tricnu eksponencijalnu funkciju dobivamo da u Taylorovom razvoju funkcije e, skalarnu

varijablu x zamjenimo matricom A € R™*",

A2 AF = AF
A _ A a2 — il
et =1T+A+ 2!—1—...+k!+...— R (6.18)
k=0
Matricna sinusna funkcija. Matricna sinusna funkcija ima slijede¢i oblik
AS A5 A2k+1 .~ (_1)kA2k:+1
in(A)=A— —+4+—+... )+ = —_— 6.19
sin(A) gttt g T w69

k=0
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Matricna kosinusna funkcija. Matriéna kosinusna funkcija ima slijedeéi oblik

A2 A4 kAQk o -1 k:AQk
cos(A) =T——Zr+—r+...+ (1) (%)!Jr...:;%. (6.20)

6.2. Svojstva matri¢cnih polinoma

6.2.1. Cayley-Hamiltonov teorem

Cayley-Hamiltonov teorem: Svaka matrica A zadovoljava vlastitu karakteris-
ticnu jednadzbu:
p(A) =0, (6.21)

gdje je karakteristicni polinom p(\) definiran sa (6.13). O
Dokaz. Prikazimo karakteristi¢ni polinom p(A) u faktoriziranom obliku (6.14), te

nademo matri¢ni polinom p(A),
P(A) = (A - MDA = XI)--- (A =)\ (6.22)

S obzirom da su A, Ag, ..., \, svojstvene vrijednosti matrice A, na osnovu definicije
(6.11) slijedi da je svaki clan (A — \;I), j = 1,..., n, jednak nuli, iz ¢ega direktno slijedi
Cayley-Hamiltonov teorem (6.21). O

Napomenimo da za primjenu Cayley-Hamiltonovog teorema nije nuzno poznavanje
svojstvenih vrijednosti matrice A. Npr. Cayley-Hamiltonov teorem mozemo iskoristiti

za nalaZenje inverzne matrice A~ u zatvorenom obliku. S obzirom da vrijedi p(A) = 0,

imamo
A"+ a, A" aiA gl = 0. (6.23)
Mnozenjem prethodnog izraza sa A~!, dobivamo
1
Al = —— (A" 44, A+ Lt and), (6.24)
Qo

odnosno, dobili smo izraz za inverznu matricu u funkciji kona¢ne sume potencija te

matrice.

6.2.2. Cayley-Hamiltonova metoda redukcije polinoma

Za matricu A € R™*™ moguce je reducirati matri¢ni polinom n(A) definiran sa (6.17)

k-tog reda, gdje je k > n.
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Cayley-Hamiltonov teorem redukcije polinoma: Ako je p(A) karakteristicni
polinom n-tog reda matrice A € R"*" a f(A) matri¢ni polinom k-tog reda (k > n)
kojeg trebamo reducirati, tada je f(A) = r(A), gdje je r(\) ostatak dijeljenja polinoma
O ip(). O

Dokaz. Dijeljenje polinoma f(\) i p(A) mozemo prikazati kao

(

100 _ 34 100

p(A)
gdje je g(A) polinom reda k — n, a r(\) polinom reda n — 1. Pomnozimo li prethodni

(6.25)

izraz sa p(\) dobivamo
FA) = a(Mp(A) +r(A). (6.26)

Stoga matri¢ni polinom f(A) ima slijedeéi oblik
f(A) =q(A)p(A) +r(A). (6.27)

Na osnovu Cayley-Hamiltonovog teorema imamo p(A) = 0, tako da prethodni izraz
postaje
f(A) =r(A), (6.28)
¢ime smo dokazali teorem. [
Na osnovu prethodnog teorema direktno slijedi da se svaki matri¢ni polinom ili svaka
matri¢na funkcija f(A), u obliku beskonaénog reda potencija, moze prikazati kao ma-

tricni polinom reda n — 1,
n—1
fA) = ;A (6.29)
§=0

Izraz (6.29) je od fundamentalnog znacaja, kako za izracunavanje matriéne eksponenci-
jalne funkcije, tako i za izvod uvjeta kontrolabilnosti kontinuiranih sustava.

Koeficijente polinoma (6.29), ay, ..., a,_1, mozemo odrediti na temelju svojstvenih
vrijednosti matrice A. Funkciju f(\) mozemo primjenom (6.26) prikazati na slijedeci
nacin

fA) =qN)p(A) + i ;N (6.30)

S obzirom da je karakteristi¢cni polinom p(A) jednak nuli za svojstvene vrijednosti,
p(A1) =0,...,p(\) =0, slijedi da je

n—1
FO) =) oM, i=12. . n (6.31)
§=0
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Izraz (6.31) predstavlja sustav od n linearnih jednadzbi po koeficijentima «y, ..., ;1.

Stoga navedeni sustav mozemo prikazati u matricnom obliku

o] T a2 o] [ e

A 1 2 -t | a
Al P R ¥ (6.32)
FO) 1A A2 o x| s

Matrica na desnoj strani prethodnog izraza naziva se Vandermondova matrica. Vektor
koeficijenata «p, ..., a,_1, dobivamo mnozenjem prethodnog izraza s lijeve strane sa

inverznom Vandermondovom matricom.

6.2.3. Sylvesterov teorem

Sylvesterov teorem je korisna metoda za dobivanje zatvorenog izraza neke matricne
funkcije koja se moze izraziti u obliku matriénog polinoma (konac¢nog ili beskona¢nog
reda).

Sylvesterov teorem: Ako je f(A) matricna funkcija i ako matrica A ima n razlici-

tih svojstvenih vrijednosti, tada matricnu funkciju f(A) mozemo prikazati na slijedeci

nacin .
. I (a-xnD
F(8) =3 f = , (6.33)
= IT ai=»)
Jj=1j#
gdje su Ay, ..., \, svojstvene vrijednosti matrice A. [

Dokaz. Na temelju Cayley-Hamiltonovog teorema znamo da matriénu funkciju mo-

zemo prikazati kao matricni polinom reda n — 1, (6.29). Da bi dokazali Sylvesterov
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teorem, prikazat ¢emo matri¢ni polinom (6.29) na slijedeéi nacin

F(A) = a1[(A — MDA — MI) - (A — AJ)] +
+eol(A = M)A — AD) - (A = \I)] +

n

+o [ A-ND+

=1 j#k

+ (A = MDA = AoD) - (A = X, 1)),

gdje su ¢q,...,c, nepoznati koeficijenti koje treba odrediti da bi navedeni polinom bio

identican sa (6.29). Navedeni polinom mozemo konciznije prikazati slijedeéim izrazom

n n

FA)=> "o ] (A-A\D). (6.34)

k=1 j=1; j#k
Vidimo da se radi o plinomu reda n—1. Ako svojstvene (karakteristi¢ne) vektore matrice
A oznacimo sa ug, ug, ..., u,, te pomnozimo (6.34) sa svojstvenim vektorom u; s desne
strane, dobivamo
n n
f(A)u,; = [Z a ] A- AjI)] u;. (6.35)
k=1 j=1; j#k
S obzirom da po definiciji svojstvenih vektora imamo Au; = A\;u;, odnosno (A —\I)u; =
0, svi ¢lanovi sume, osim i-tog ¢lana, jednaki su nuli. Clan sume s koeficijentom ¢; nije

jednak nuli jer ne sadrzi faktor (A — A\;I). Stoga dobivamo
J=1; j#i J=1; j#i
Ako su svojstvene vrijednosti Aq, ..., A\, matrice A razlicite, tada vrijedi
f(A)u; = f(N)u,. (6.37)
Na osnovu (6.36) i (6.37) slijedi
J(N)

IT 2=

J=1; j#i

(6.38)

C;, =

Ako sada izraz (6.38) uvrstimo u (6.34) dobivamo (6.33) ¢ime je teorem dokazan. [J
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6.3. Vektorski prostori. Rang matrice

6.3.1. Linearna nezavisnost vektora

Linearno nezavisni vektori. Za skup od m vektora x;, (i = 1,...,m), koji imaju
n komponenti

X; = [mli To; - ZEm‘]T (639)

kazemo da je linearno nezavisan ako ne postoji skup konstanti ki, ks, ..., k,, (od kojih

je barem jedan razli¢it od nule) takav da

Ako postoje konstante ki, ko, ..., k, (od kojih je barem jedan razli¢it od nule) takve
da je izraz (6.40) zadovoljen, tada kazemo da su vektori Xy, X, . . ., X,, linearno zavisni.
Vektori x1,Xo, . . ., X, mogu biti linearno nezavisni samo ako je broj vektora m manji ili

jednak dimenziji vektorskog prostora n, odnosno m < n.

Rang matrice. Formirajmo matricu ¢iji su stupci jednaki vektorima xq, X, . . ., X,
_3?11 Tiz v EElm_

H=[x %2 - xo]=| 2 2 - o (6.41)
_xnl T2 - xnm_

gdje je m < n. Kazemo da matrica H ima rang r ako ima r linearno nezavisnih stupaca
(odnosno vektora xi, X, ..., X,,). Na ovaj nacin je ispitivanje linearne nazivisnosti vek-
tora x1,Xa, ..., X, ekvivalentno ispitivanju ranga matrice H. Stoga, da bi skup vektora
X1,Xs, ..., X, bio linearno nezavisan, rang matrice H mora biti jednak m.

Gramian (Gramova determinanta). Da bi konkretno utvrdili linearnu (ne)zavisnost

vektora Xi,Xa,...,X,,, trebamo odrediti konstante ki, ko, ..., k,,. Navedene konstante
mozemo odrediti sukcesivnim mnozenjem jednadzbe (6.40) sa vektorimax?, (i = 1,...,m),
k1 (x1 Xl) + ko (X{XQ) + m (x1 Xm) =0,
k1 (X2 Xl) + ko (x%xz) + o+ ki (x2 xm) =0,

k1 (X%Xl) + ko (xflxz) + -tk (Xflxm) =0. (6.42)
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Navedeni sustav homogenih linearnih jednadzbi mozemo prikazati u matriécnom obliku

Gk =0, (6.43)
gdjejek = [k ko -+ kp]7, dok je
[(x) (xe) o (xx) |
o | Gdx) Gdx) - (xdx) 641
| (<Ix) () e (xhx) |

Sustav homogenih linearnih jednadzbi (6.43) ima netrivijalno rijesenje za koeficijentima

ki, ks, ..., Kk, jedino ako determinanta
G =det(G) =0, (6.45)

iScezava. Navedena determinanta naziva se Gramian ili Gramova determinanta. Dakle,
ako su vektori xq, Xs, ..., X, linearno zavisni, tada je Gramian jednak nuli.

Baza vektorskog prostora. Ako imamo skup od n linearno nezavisnih vektora
X1, Xo, ..., X, unutar n-dimenzionalnog vektorskog prostora, tada te vektore mozemo
iskoristiti kao bazu tog vektorskog prostora. Drugim rijecima, svaki vektor y tog vek-
torskog prostora mozemo na jedinstven nacin prikazati kao linearnu kombinaciju baznih
vektora X1, X, ..., X,,

y = kiXq + koXo + - - - + kX, (6.46)

Stoga, dimenzija vektorskog prostora definirana je maksimalnim brojem linearno neza-
visnih vektora unutar tog vektorskog prostora.
Ortonormirana baza vektorskog prostora. Ako n-dimenzionalni vektori xi,

X, ..., Xy, 0sim linearne nezavisnosti zadovoljavaju svojstvo

x;x; =0, 4,5=12,...,n, (6.47)

(3

gdje je 6;; Kroneckerov delta simbol,

1 ako e i — i
5@']’ == 4 OJe ! J (648)
0 akoje 7 #j

kazemo da su vektori ortonormirani (ortogonalni i normirani).
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Reciprocéna baza vektorskog prostora. Pretpostavimo da imamo bazu vek-

torskog prostora xi, Xa, . .., X,. Skup linearno nezavisnih vektora ry, ro, ..., r,, nazivamo

reciprocnom bazom ako vrijedi

r/x; =08, i,j=12...,n (6.49)

U slucaju kada je baza x;, Xo,...,X, ortonormirana tada je reciprotna baza jednaka
originalnoj bazi, r; = x;.

Dekompozicija vektora po bazi vektorskog prostora. Da bi prikazali neki vek-
tor kao linearnu kombinaciju baznih vektora, moramo odrediti koeficijente ki, ko, ..., k,
izraza (6.46).

Slucaj 1: Ortonormirana baza. Ako je baza ortonormirana, tada sukcesivnim mnozen-

jem izraza (6.46) sa x7, i =1,...,n dobivamo
ki =x]y. (6.50)
Uvrstimo li (6.50) u (6.46) dobivamo slijede¢u dekompoziciju vektora y
y=(x{y)xi+ (x3y) X+ + (X0 y) Xn = Z (x]y) x;. (6.51)

i=1
Slucaj 2: Primgena reciproéne baze. Ako baza x1, Xa, . .., X, nije ortonormirana ali je
poznata reciprocna baza, tada sukcesivnim mnozenjem izraza (6.46) sarl,i=1,...,n
dobivamo

ki=r]y. (6.52)

Uvrstimo 1i (6.52) u (6.46) dobivamo slijede¢u dekompoziciju vektora y

n

y = (r1y) %+ (55y) o oo () %o = D (xy) %0
=1

(6.53)

Slucaj 3: Primjena Gramove matrice. Ako baza X1, X, ...,X, nije ortonormirana

tada sukcesivnim mnoZenjem izraza (6.46) sa x!, i = 1,...,n dobivamo
((cdy) | [ ) (dx) o (b | [
oly) | | ) () o (el | [ o5
I (X';;Fy) | I (xle) (foQ) (X%;Xn) 11 k, |

S obzirom da su vektori x1, Xo, ..

gularna, Sto znaci da ju mozemo invertirati te naci vektor k = [k ks

., X, linearno nezavisni, Gramova matrica G je nesin-
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6.4. Definicije i svojstva vektorskih normi

Navodimo neke osnovne definicije i rezultate vezane uz norme vektora.
Norma vektora x € R” je funkcija koja preslikava vektorski prostor R™ u prostor
nenegativnih realnih brojeva Ry, odnosno || - || : R* — R,. Funkcija || - || naziva se

vektorska norma ako vrijede slijedeca svojstva
L. [|x|| >0, VxeR"
2. [|x|l=0 = x=0
3. ||ax|| = o] ||x||, VxeR" VaeR
4. x4yl < |x]|+ [lyll, Vx,y €R" (nejednakost trokuta)

Nadalje, vrijedi slijedece svojstvo vektorskih normi
Iyl < [l [ly]- (6.55)

Moguce su razlicite definicije normi koje zadovoljavaju navedena svojstva, medutim
u ovom radu su posebno interesantne tzv. L, norme vektora koje su definirane slijede¢im

1zrazom

x|, = <Z !wi|p> , p>1 (6.56)
=1

giejex =[xy 3 - w,]7.

U specijalnom sluc¢aju za p = 1 dobivamo L; normu vektora

n

Ixlly = |- (6.57)

i=1

Za p = 2 dobivamo L, ili Euklidsku normu vektora

(6.58)

Ix[l2 =

koja se, s obzirom da se najcesée koristi, oznacava bez indeksa ||x||s = ||z||. Nadalje, za

p = oo dobivamo L., normu vektora

) (6.59)
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Oznacavanje ||x||« je opravdano jer vrijedi
lim ||x[|, = max |z;]. (6.60)
pP—00 i

Za navedene norme vrijede slijede¢e medusobne relacije

[X[loo < lIxlls < 7 [X[[c, (6.61)
xlloe < lIxll2 < v/ fIxloo, (6.62)
Iz < fIx[ls < v/ [Ix]]2. (6.63)

6.5. Svojstva kvadratnih formi

6.5.1. Definicije kvadratnih formi

Polinom slijedec¢eg oblika

n n

Z Z T

f(.Tl, Ty wuny In) = A TiT; = X AX, (664)
i=1 j=1

gdje je x =[xy T9 ... 2,]7 1 A = [ajj]nxn simetritna matrica, naziva se kvadratna forma

po varijablama x1, zo, ..., T,.

Realna kvadratna forma x” Ax (matrica A) je:

e pozitivno definitna ako i samo ako je xTAx >0, Vxe€R", x#0
e pozitivno semidefinitna ako i samo ako je xTAx >0, Vx¢cR"

e negativno definitna ako i samo ako je x’ Ax <0, Vz€R", x#0
e negativno semidefinitna ako i samo ako je xTAx <0, Vx€R"®

Kritery pozitivne definitnosti matrice - Sylvesterov teorem. Algebarski
kriterij pozitivne definitnosti matrice A daje nam Sylvesterov teorem: sve vodeée sub-

determinante (leading principal minors) matrice A, moraju biti pozitivne

a11 aiz2 Aai3

ail a12
> 0, Az = Q91 Qoo Qo3| >0, ... A, >0,

Al = ai > O, AQ =
Q21 A22

a31 a3z 33
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gdje je A,, = det(A). Navedeni uvjet ekvivalentan je zahtijevu da svojstvene vrijednosti
matrice A budu pozitivne.
Kriterij negativne definitnosti matrice A. Algebarski kriterij negativne definit-

nosti matrice A je slijedeéi: vodeée subdeterminante matrice A, moraju zadovoljavati:
A <0,A;>0,A3 <0,...,(=1)"A, >0.

6.5.2. Svojstva realnih simetricnih matrica

Svojstvene vrijednosti simetriéne matrice. Svojstvene vrijednosti realne simetricne
matrice A su realne.

Dokaz. Dokaz je zasnovan na principu kontradikcije. Pretpostavimo da su svojstvene
vrijednosti kompleksne. U tom slucaju svojstvene vrijednosti (i svojstveni vektori) javl-
jaju se u konjugirano kompleksnim parovima, A = 0 4+ jw, \* = 0 — jw. Stoga slijedi:

Ax = Mx i Ax* = A\*x*. PomnoZimo li prvu jednadzbu (s lijeve strane) sa (x*)T a

transponirani oblik druge jednadzbe (s desne strane) sa x, dobivamo:
(x")"Ax = A(x")"x = Alx|1%,
(x)TATx = X (x")Tx = \*||x||%.
Oduzimanjem prethodnih jednadzbi, imajuéi u vidu uvjet simetriénosti, A = AT, dobi-

vamo

(A= A)[x[* = 0.

S obzirom da je ||x||* # 0, slijedi A = \*, §to je moguée samo ako je imaginarni dio
kompleksnog broja jednak nuli, odnosno ako je A realan broj. [J

Svojstvene vrijednosti pozitivno-definitne simetriécne matrice. Svojstvene
vrijednosti realne pozitivno-definitne simetricne matrice A su pozitivne.

Dokaz. Neka je \; svojstvena vrijednost matrice A dok je u; pripadajuci svojstveni
vektor, odnosno: Au; = \;u;. Pomnozimo li navedenu jednadzbu (s lijeve strane) sa u?
dobivamo

u! Au; = \ulu; = \fjug ).

S obzirom da je A pozitivno-definitna, ul’ Au; > 0, te da vrijedi ||u;||* > 0, direktno
slijedi da mora biti zadovoljeno A\; > 0. [J
Svojstveni vektori simetriécne matrice. Svojstveni vektori realne simetri¢ne

matrice A medusobno su ortogonalni.
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Dokaz. Neka su A; i A; dvije razlicite svojstvene vrijednosti matrice A dok su u; i
u; pripadajuci svojstveni vektori. Stoga vrijedi: Au;, = \u; i Au; = A\ju;. Ako prvu
jednadzbu transponiramo i pomnozimo (s desne strane) sa u;, dobivamo
uiTATuj = )\iuiTuj.
Nadalje ako drugu jednadzbu pomnozimo (s lijeve strane) sa u?, dobivamo
u] Au; = \jul u;.

Imajuéi u vidu uvjet simetriénosti, A = A7, oduzimanjem prethodnih jednadzbi dobi-

vamo
(\j — M)ufu; = 0.
S obzirom da vrijedi \; # A; slijedi
u/u; =0,
¢ime smo dokazali da svojstveni vektori simetricne matrice (s jednostrukim svojstvenim

vrijednostima) formiraju ortogonalnu bazu n-dimenzionalnog vektorskog prostora. O

Ako ortogonalne svojstvene vektore normiramo, dobivamo ortonormirane vektore

u;

]

koji su takoder rjesenje svojstvene jednadzbe At; = \;.
Modalna matrica pozitivno-definitne simetriéne matrice. Modalna matrica
P pozitivno-definitne simetriéne matrice A je ortogonalna matrica, odnosno P! = P7.

Dokaz. Modalnu matricu pozitivno-definitne simetri¢ne matrice formiramo od ortonormi-

ranih svojstvenih vektora matrice A
0y - Uy (6.65)

Na osnovu navedene definicije modalne matrice, treba provjeriti da li vrijedi svojstvo

ortogonalne matrice P’P = I. Dobivamo

-I\T- -I\TA AT A AT A ] i ]
a; a;u ajap - Uy, 10
a7 ala; ala, ala, 0
T N ~ A~
PP=| " |y O a,| = _ _ =
AT AT A AT A S AN
a, a,u; u,up a, u, 0 0 1
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iz cega zakljucujemo da je P ortogonalna matrica. [
Transformacija kongruencije (congruent transformation). S obzirom da
je modalna matrica pozitivno-definitne simetri¢ne matrice ortogonalna, slijedi da di-
jagonalizaciju matrice A, primjenom transformacije slicnosti P"'AP = A, mozemo
prikazati na slijedeci nacin
PTAP = A, (6.66)
jer vrijedi PT = P~!. Transformacija (6.66) naziva se transformacija kongruencije

(congruent transformation).

6.5.3. Dijagonalizacija kvadratne forme

Kvadratnu formu @ = xTAx, gdje je A pozitivho-definitna simetricna matrica,
moguce je transformirati u oblik linearne kombinacije kvadratnih ¢lanova (bez nedefinit-
nih ¢lanova) pomocu linearne transformacije x = Py, gdje je P ortogonalna modalna

matrica (6.65). Primjenimo li navedenu transformaciju, dobivamo

Q=x"Ax=y'PTAPy = y"Ay = Z N2, (6.67)

i=1
gdje su \; pozitivne svojstvene vrijednosti matrice A.
Ocjena kvadratne forme. Akosu \i, Ay, ..., A, vlastite vrijednosti realne simetri¢ne

matrice A, dok su
)\m{A} = min{)\l, )\2, cery )\n}a )\M{A} = max{)\l, )\2, cery )\n}a

minimalna i maksimalna svojstvena vrijednost matrice A, tada za svaki realni vektor x
vrijedi
An{AMIx[* < x"Ax < A {A}Jx| (6.68)
gdje je ||x||? = xTx kvadrat Euklidske L, norme vektora.
Dokaz. Transformacija x = Py, gdje je P ortogonalna modalna matrica (6.65), ima
svojstvo
x> = x"x = y"P"Py = y"y = |yl (6.69)
gdje smo iskoristili svojstvo unitarne matrice PP = I. Nadalje, na osnovu (6.67) slijede

nejednakosti

D Al < ifA} Yl = A Al (6.70)
i=1 i=1
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> il = A {AY> yP = Aa{ Ayl (6.71)
i=1 i=1
odnosno
Anf Ay |2 < xTAx = yTAy < A{ A}yl (6.72)

Uvrstimo 1i u prethodni izraz jednakost ||y||? = ||x||* koja proizlazi iz (6.69), dobivamo
Aa{ A} [x[* < x"Ax < A {A}x])%, (6.73)

¢ime smo dokazali ocjenu kvadratne forme (6.68). O

6.5.4. Schurova lema

Matri¢na nejednazba

A B

> 0, (6.74)
B? C

ekvivalentna je slijede¢im matri¢nim nejednadzbama

C>0,

(6.75)
A —BC BT > 0.

6.6. Inducirana norma matrice

Induciranu normu matrice definiramo indirektno preko norme vektora. Pretpostavimo
da imamo ovisnost dva vektora preko linearne transformacije, y = Ax. Kvadrat norme

vektora y jednak je
Iyll* =y"y =x"ATAx < Ay {ATA} [Ix], (6.76)

odnosno
[yl < v Au {ATA}x]|. (6.77)

Ako sa ||Allz oznacimo tzv. Lo induciranu normu matrice A

[Alls = VA {ATA}, (6.78)

1mamo

[yl < [IAlafx]] (6.79)
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Definiciga inducirane norme matrice. Pojam inducirane matricne norme mo-
zemo generalizirati za proizvoljnu vektorsku L, normu. Ako imamo linearno preslika-

vanje y = Ax, tada inducirana matri¢cna L, norma mora zadovoljavati
1yllp < 1ALl (6.80)

Induciranu matriénu normu mozemo shvatiti kao maksimalno "pojacanje” linearnog op-
eratora definiranog matricom A. Na osnovu prethodnog izraza mozemo postaviti sli-
jedecu definiciju
Al A,
H Hp—sup H H
x#0 |1 Xl|lp

Navedena definicija moze se pojednostaviti na slijede¢i nacin. Uvedimo normirani vektor

(6.81)

X
X=— o = ||X||>

tako da je x = aX. Uvrstimo li navedeni izraz za x u (6.81), dobivamo

IA], = sup IAKD _ o ol IAR], _ o IAX],
" ko [lex], x£0 |of ||IX]|, w0 1%,

(6.82)

S obzirom da je, po definiciji, ||%X||, = 1, definiciju (6.81) mozemo prikazati na slijede¢i
nacin

[Allp = sup [JAx][,. (6.83)

lIxllp=1
Ako je p = 2 imamo Ly normu, i odredivanje inducirane norme po definiciji (6.83)
mozemo shvatiti kao maksimizaciju norme ||Ax|| po jedini¢noj kruznici ||x|| = 1.
Standardne matriéne inducirane norme. NajceSce korisS¢ene matriéne induci-
rane norme su L, Ly i Ly, norme definirane na slijede¢i nacin:

Lq norma definirana je sa
A :mjaXZWij’, (6.84)
i=1

odnosno, kao maksimum sume elemenata po stupcima (maz column sum).

L, norma definirana je sa

|All2 = A {ATAS, (6.85)

odnosno, kao korijen maksimalne svojstvene vrijednosti matrice ATA.
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Tablica 6.1: Vektorske norme i odgovarajuée inducirane matri¢ne norme

p | Vektorska norma Inducirana matri¢na norma
n n
Ul =D il [l = max ) " [a]
i=1 -
1/2

2 | il = D faif? [Allz = v Au {ATA}
i=1

n
o | Il =maxla| | Al = max Y lay
j=1

L, norma definirana je sa
Al = max Y fay. (6.56)
j=1

odnosno, kao maksimum sume elemenata po retcima (maz row sum).

U tablici 6.1 prikazane su usporedno vektorske norme i odgovarajuce matricne in-
ducirane norme

Svojstva induciranth matriénih norms. Inducirane matricne norme opcéenito

zadovoljavaju slijedeca svojstva
o [[Ax|, < [[A]lp lIxllp, VxR
o [[A+Bl, <A+ Bl
e [|AB], < [|Afl, Bl

gdje su matrice A i B odgovaraju¢ih dimenzija.

U analizi stabilnosti najces¢e se koristi Lo inducirana norma. Medutim, konkretno
izracunavanje Lo inducirane norme bitno je sloZenije od izracunavanja L; i L., induci-
rane norme. Stoga su od interesa veze medu razli¢itim induciranim normama, koje
omogucavaju jednostavniju ocjenu L, inducirane norme. Jedna takva veza dana je sli-

jedec¢im izrazom
[A[l2 < VAL Al (6.87)

Inducirana L, norma stmetriéne matrice.
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U Lyapunovljevoj analizi stabilnosti ¢esto nailazimo na induciranu L, normu simetri¢ne

pozitivno-definitne matrice P = P? > 0. Na osnovu definicije slijedi

IPll2 = v Au {PTP} = v/ Au {P?} = Ay {P}, (6.88)

gdje smo iskoristili svojstvo Ay {P?} = (Ay {P})? koje proizlazi iz

)

" (6.89)

Dakle, inducirana L, norma simetri¢ne pozitivno-definitne matrice P = P7T jednaka je

maksimalnoj svojstvenoj vrijednosti matrice,
[Pll2 = Aar {P}, (6.90)

Na osnovu navedenog svojstva simetri¢ne pozitivno-definitne matrice, mozemo di-

rektno izvesti ocjenu kvadratne forme x? Px,

x' Px < x| [Px]| < [[x]| [Pll2 [lx]| = Aar {P} [Ix]|* (6.91)

6.7. L, vektorski prostori funkcija

U ovom poglavlju prosirujemo pojam vektorskih prostora na pojam tzv. "funkcijskih
prostora” ili vektorskih prostora funkcija. Za razliku od “klasi¢nih” vektorskih prostora
gdje vektore tretiramo kao orijentirane duljine unutar n-dimenzionalnog prostora, vek-

tori funkcijskih prostora su funkcije koje zadovoljavaju odredena svojstva.

6.7.1. Normirani vektorski prostori funkcija

Norma funkcije analogna je pojmu duljine vektora. S obzirom da razmatrane funkcije
imaju argument vrijeme ¢t € [0,00), definicija norme funkcija sadrzi integraciju preko
navedenog vremenskog intervala.

L morma funkcije. £} norma funkcije x(t) € R™ definirana je slijede¢im izrazom

Ix(t)1c, = ( | Hx(t)det> " (6.92)

Indeks p u L7 odnosi se na p-normu kojom definiramo funkcijski prostor, dok se indeks
n u L) odnosi na dimenziju vektorske funkcije x(¢). Ako je jasno iz konteksta, neki

indeksi se mogu ispustiti, tako da se koriste i oznake £,, £™ ili samo L.
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Da bi razlikovali normu funkcije ||x(¢)||z, od vektorske norme ||x(¢)|| uveli smo sub-
script £, koji se u literaturi ¢esto izostavlja, odnosno koristi se notacija ||x(¢)||, sto
moze izazvati konfuziju sa obi¢nom vektorskom L, normom. Vektorska norma ||x(¢)|| u
definiciji (6.92) moze biti bilo koja L, vektorska norma.

Kao i kod vektorskih normi, najcesée se koriste £y i Lo funkcijske norme.

Ly norma funkcije. L, norma funkcije x(¢) definirana je slijedeé¢im izrazom

Hx(t>|\£2:(/0°°r|x< & dt \/ | xtrxi (6.93)

Ako neki signal x(t) ima kona¢nu L2 normu, ||x(t)||z, < 0o, kazemo da je x(t) element

Lo vektorskog prostora funkcija, odnosno
x(t) € Lo. (6.94)

Fizikalno znacenje ¢injenice x(t) € L5 je da signal x(¢) ima konacnu energiju.

L., norma funkcije. L., norma funkcije x(¢) definirana je slijedeé¢im izrazom
%6l 2o = sup [[x(2)]]. (6.95)
>0

Ako neki signal x(t) ima kona¢nu L., normu, ||x(t)||z.. < oo, kazemo da je x(t) element

L vektorskog prostora funkcija, odnosno
x(t) € Loo. (6.96)

Fizikalno znacenje Cinjenice x(t) € L, je da signal x(¢) ima kona¢nu amplitudu za sve
t > 0, odnosno signal x(t) je ogranicen.

Navodimo bez dokaza neka bitna svojstva funkcijskih normi.

Propozicija. Ako je x(t) € L1 N Lo (x(t) pripada i £1 1 L) tada je x(t) € £, za
1 <p<o0.

Hoélderova nejednakost. Ako su p,q € [1,00] i %4— % = 1, tada za funkcije
f(t) € Ly, g(t) € L, slijedi da je f(t)g(t) € Ly i
1F@)g@®llee < 1F @)z, 9@, (6.97)

Kada su p = ¢ = 2, Holderova nejednakost postaje Schwartzova nejednakost

IF @ gl < NFBlzs @)l (6.98)
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Tablica 6.2: Pripadnost funkcija odgovarajué¢im £, prostorima

Funkcija Ly Lo Lo

fi=sin(3¢) fig Lo g Lo fL € Lo
fg =et sin(3 t) f2 c £1 f2 € £2 f2 € ﬁoo

fs =15 fs ¢ Li| fs€Lly]| f3€ L
fi= g | fif L] fi€ Lo | fud Lu
fs = (ﬁtj)/it fs€Lli| [s€Ls| [5¢ Lo

fe = (ﬁ;ffﬂ fe€Li| fo & La| fo & Lo

Nejednakost Minkowskog. Zap € [1,00], f(t),g(t) € L, slijedi daje f(t)+g(t) €
L,i
1f @)+ 9®llee < [FOle, + 9Bz, - (6.99)

Primgjer. Razmotrimo funkciju z(t) = 1+rt Tada je

1
%)z = sUp —— =1,

>0 1 +1
o 1/2
t = ——dt =1
Ixolles = ([ tt) =1,
<1
Ix()||z, = / ‘m‘dt:tlim In(1+1t) — oo.
0 e

Dakle, x(t) € Lo, x(t) € Lo (odnosno x(t) € L3N L) ali x(t) ¢ Ly jer £, norma
signala nije konacna. [
Primger. U tablici 6.2 i slici 6.1 navodimo razli¢ite funkcije kao i njihovu pripadnost

(odnosno ne-pripadnost) odgovarajué¢im £, prostorima.

6.7.2. Prosireni £, prostori funkcija

U prethodno navedenim definicijama £, prostora imamo integraciju po vremenu
u intervalu od [0,00]. Direktna primjena tih definicija na dinamicke sustave moze

biti problemati¢na zbog principa kauzalnosti - vrijednost izlaznih varijabli sustava u
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sin(3 1) exp(-t) sin(3 t) 1/(1+t)
1 0.6 1
05 0.4 08
0 0.2 0.6
-05 0 0.4
-1} 5 -0.2} p) 0.2 ¢
0 2 4 0 2 4 0 2 4
@+ 1+ 1(1+3) L+t hpe 1/(1+3) QL+t p?
2 25
2.5
2
15 2
15 15

=
[y

0.5 0.5 0.5

t[s] t[sl t[s

Stika 6.1: () fi = sin(30); (b) fo = e'sin34); (0) fs = 11 (@) fi = F55555 (o)

1+t Vi(1+t)’
f5:(1£r%/4—'()f6 13:;2\[\/

trenutku ¢ ovisi o vrijednostima ulaznih varijabli do trenutka ¢. Stoga se uvodi pojam

tzv. prosirenih prostora (estended space) Ly, definiranih sa
Lpe = {X(t> | XT(t) € Lpa VT € [07 OO>} (6100)

gdje je x,(t) tzv. odsjecak (truncation) od x(t) definiran sa

C[x() o<t<r
x.(t) = { 0 .. (6.101)

Prosireni £, prostor sadrzi £, prostor kao podskup, £, C L,.. Navedena definicija
prosirenih prostora omoguéuje tretiranje i neogranicenih signala. Npr. signal z(t) = ¢

ne pripada skupu L., ali njegov odsjecak

(1) = { boOstsT (6.102)
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pripada skupu L., za svaki kona¢ni 7. Stoga, z(t) = t pripada proSirenom prostoru
Looe-

Opéenito je ||x-(t)| z, rastuca funkcija od 7 i vrijedi
<(®)llz, = lim |x-(£)llc, (6.103)

kad god je x(t) € L,,.



7 Dodatak B: Linearne

matri¢ne jednadzbe

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo metode rjesavanja linearnih matri¢nih jednadzbi
opceg tipa
A XB; +AyXBy +...+A,XB, =C, (7.1)

gdjesu A; € R™™ B; € R (j =1,2,...,p), C € R™™ poznate matrice, a X € R™*"
nepoznata matrica.

Silvesterova matri¢na jednadzba
AX+XB=C, (7.2)
te Lyapunovljeva matricna jednadzba
AP + PA = —Q, (7.3)

gdje su A € R™" i Q = QT € R™™ poznate matrice, a P = PT € R"*" nepoznata

matrica, predstavljaju specijalne slu¢ajeve generalne matriéne jednadzbe (7.1).

7.1. Kroneckerov produkt

7.1.1. Kroneckerov produkt matrica

Kroneckerov produkt matrica A € R™*" i B € RP*? definiran je na slijede¢i nac¢in

(lllB algB Cl,lnB

ang aggB CI,QnB

A®B= (7.4)

amB a.2B - a,,,B

142
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gdje je A ® B € R"P*"4,

Za Kroneckerov produkt vrijede svojstva bilinearnosti i asocijativnosti

AB+C)=A®B+AR®C,
B+C)@A=BA+CRA,

7.5
(kA)® B =A® (kB) = k(A ® B), (75)
AB®C)=(A®B)®C.
Nadalje, vrijede slijedeca svojstva
(A®B)(C®D)=AC®BD, (7.6)
(AB) '=A"'®B '
U slu¢aju kvadratnih matrica, A € R™™ i B € R™*™ vrijede slijdeca svojstva
tr(A ® B) = tr(A)tr(B),
det(A ® B) = det(A)"det(B)™

rank(A ® B) = rank(A)rank(B),
(A@B)T:AT@)BT.

7.1.2. Kroneckerova suma matrica

Ako su A € R™" B € R™™ te ako sa I, € RF¥** oznacimo jedini¢nu matricu

dimenzije k£ X k, tada mozemo definirati Kroneckerovu sumu matrica na slijede¢i nacin
AoB=A®I, +1,®B. (7.8)
Za Kroneckerovu sumu matrica imamo slijede¢i matriéni eksponencijal

eAYB — A @B, (7.9)

7.1.3. Vektorizacija matrica

Vektorizacija matrice je transformacija matrice A € R™*™ u vektor vec(A) € R™",
vec(A) = [a11 ... Q1 Q12 - G -Gl - G | (7.10)
Za operator vektorizacije vrijedi standardno svojstvo linearnih operatora

vec(aA + B) = avec(A) + [vec(B). (7.11)
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Slijedeca svojstva operatora vektorizacije matrice i Kroneckerovog produkta matrica su

klju¢na za njihovu primjenu u rjesavanju linearnih matri¢nih jednadzbi:

vec(AX) = (I, ® A)vec(X),

vec(XB) = (BT ® I,,)vec(X), (7.12)
vec(AX + XB) = (I, ® A + BT ® I, )vec(X), '
vec(AXB) = (BT ® A)vec(X).

7.2. RjeSavanje linearnih matri¢nih jednadzbi

7.2.1. Silvesterova matricna jednadzba

Indirektno rjesenje

Razmotrimo Silvesterovu matriénu jednadzbu
AX +XB =C, (7.13)

gdje su A,;B,C € R™"™ poznate matrice, a X € R™*" nepoznata matrica. RjeSenje
Lyapunovljeve jednadzbe proizlazi kao specijalni slucaj rjesSenja Silvesterove jednadzbe.

Ako vrijedi matri¢na jednadzba (7.13) tada vrijedi i slijedeé¢a vektorska jednadzba

gdje x;, b; i ¢; predstavljaju -ti stupac matrica X, B, C, respektivno. Vektor Xb;

mozemo prikazati kao dekompoziciju po stupcima matrice X
Xb; = byixq + baixo + ... + bpiXy, (7.15)
tako da izraz (7.14) postaje
Ax; + bix1 + byXo + ...+ byX, = ¢y, (7.16)

za ¢ = 1,2,...,n. Drugim rje¢ima, dobili smo sustav od n vektorskih jednadzbi s n

nepoznatih vektora (stupaca matrice X)

AX1 + b11X1 + b21X2 + ...+ bnlxn = Cy,

AXg + biaX1 + baeXg + ... + bpaXy, = Ca, (7.17)

°)

Ax, + bi,x1 + bopxe + ... + bynX, = Cp.
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ili u matriénom obliku

-A 0.---0 X1 -ann b L, --- bnlIn- X1 €1
(') A () X_2 N b12.]:n b22.In anIIn X.Q _ C_Q . (7.18)
00 ---A X, blnIn anIn o bnnIn Xn Cn

Ako usporedimo matrice unutar izraza (7.18) sa definicijom Kroneckerovog produkta
slijedi da je

A 0---0 _bllIn b2lIn bnlln_
0OA---0 bioL, bool,, -+ byol,
LeA=| |, Blel=| "o (7.19)

Isto tako, ako usporedimo vektore unutar izraza (7.18) sa definicijom vektorizacije ma-

trice, slijedi da je

X1 Cy
X C

veeX) = | |, vee(C)=| | . (7.20)
Xn Cn

Koriste¢i navedenu notaciju, izraz (7.18) mozemo napisati na slijede¢i nacin
(I, ® A + BT ® I,)vec(X) = vec(C), (7.21)
tako da je konacno rjesenje
vec(X) = (I, ® A + BT @ I,,) 'vec(C), (7.22)
odnosno, samu matricu X dobivamo inverznim postupkom od vektorizacije matrice,

X =vec ' [I,® A+B" ®1,) 'vec(C)] . (7.23)

Direktno rjesenje
Ako primjenimo operator vektorizacije na jednadzbu (7.13) dobivamo

vec(AX + XB) = vec(C), (7.24)
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odnosno

vec(AX) + vec(XB) = vec(C). (7.25)

Ako primjenimo svojstva (7.12) na gornji izraz dobivamo direktno izraz (7.21).

7.2.2. Lyapunovljeva matri¢cna jednadzba

Lyapunovljeva matricna jednadzba
AP +PA = —Q, (7.26)

gdje su A € R i Q = QT € R™" poznate matrice, a P = PT € R™" nepoznata
matrica, predstavljaja specijalni slué¢aj Silvesterove matri¢ne jednadzbe (7.13), kada je
A —- AT B — A iC — —Q. Usporedbom s rjesenjem (7.21), dobivamo

(I, ® AT + AT @ 1,,)vec(P) = —vec(Q), (7.27)
odnosno, konacno rjesenje je
vec(P) = —(I, ® AT + AT ® 1) 'vec(Q). (7.28)

Da bi dobivena matrica P bila rjeSenje Lyapunovljeve matricne jednadzbe moramo jos
provjeriti njenu pozitivnu definitnost (npr. preko Silvesterovog kriterija - sve dijagonalne

subdeterminante moraju biti pozitivne).

7.2.3. Opéa linearna matri¢na jednadzba

Sada ¢emo razmotriti rjeSavanje linearne matri¢ne jednadzbe opceg tipa

P
> A XB;=C, (7.29)
j=1

gdjesu A; € R™™ B; € R (j =1,2,...,p), C € R™™ poznate matrice, a X € R™*"

nepoznata matrica.

Ako primjenimo operator vektorizacije na prethodnu jednadzbu dobivamo

ivec(AjXBj) = vec(C), (7.30)

J=1
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te primjenimo svojstvo: vec(AXB) = (BT ® A)vec(X) iz (7.12), dobivamo
p
<Z<Bf ® Ai)> vec(X) = vec(C), (7.31)
j=1
odnosno

vee(X) = (Z(Bf ® Ai)> vec(C), (7.32)

j=1
7.2.4. Matlab kod za rjesavanje Lyapunovljeve jednadzbe

% rjesavanje Lyapunovljeve jednadzbe primjenom Kroneckerovog produkta

% Lyapunovljeva jednadzba: A’*P + P*A + Q = 0

A=[010;001; -1 -3-3]
Q=[100; 010; 00 1]

n=length(A)

I=eye(n)

b=Q(:) % vektorizacija matrice Q: b=vec(Q)

H = kron(I,A’) + kron(A’,I) % Kroneckerova suma matrica A’ i A

x = -inv(H)*b % rjesenje linerne jednadzbe (x=vec(P))
P = reshape(x,n,n) % inverzna vektorizacija: P=vec”{-1}(x)

% provjera da matrica P zadovoljava Lyapunovljevu jednadzbu:

nula=A’*P + PxA + Q
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